PREMIERE COMPOSITION DE MATHEMATIQUES
CENTRALE 2009 — PSI

Définitions et notations

On dira qu’une série termes réels est semi-convergente si elle converge sans converger absolument.

On dira qu’une suite (a,)nen valeurs complexes vérifie la propriété (P ) si pour toute suite complexe (uy, )neN
bornée, la série Y a,u, converge.

On dira qu’une suite (a,)nen valeurs réelles vérifie la propriété (Py) si pour toute suite réelle (up)nen, la
convergence de la série Y u, entraine celle de la série > anuy.

L’objectif du probleme est d’étudier, en particulier a I'aide de méthodes algorithmiques, des propriétés et
des contre-exemples de la théorie des suites et des séries et de caractériser simplement les suites qui vérifient
(Pl) ou (PQ)

Les parties I et I sont indépendantes. Les programmes seront écrits en langage PYTHON.

PARTIE I - Réorganisation des termes d’une série semi-convergente

(="

On se donne un réel z. On note, pour n € N*, u,, = et on se propose de construire une bijection s de

N* dans N* telle que Z Ug(n) = T.
n=1

LA
On définit simultanément par récurrence trois suites d’entiers naturels (pn)n>0, (Gn)n>0, (Sn)n>1 €t une suite
(Sn)n>0 de réels de la maniere suivante :
— Po=¢o =0, 50 =0;
— pour tout n € N, si S, >z alors : gnt1 = 14 @n, Dnt1 = Pny Sntl = 2Gn4+1 — 1
— SInon : gny1 = Gn, Pnt1 = 1 + Py Snt1 = 2Pnta;
— dans les deux cas : S, 11 = Sp +us,, -
On aura intérét comprendre la construction précédente sous forme algorithmique.
L.A.1. Ecrire une fonction suite qui prend en argument x et 'entier n et qui renvoie 'affichage de la liste
(ou tableau si 'on préfere) [s1,s2, ..., 8,].

I.A.2. En modifiant la fonction précédente de facon & ce quelle retourne le dessin simultané de la liste des
points de coordonnées (n, Sp,)n<7o €t de la droite horizontale d’ordonnée = (on ne demande pas d’écrire
cette nouvelle fonction), on obtient pour z = —1, n = 70 le dessin suivant :
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Que constate-t-on pour la suite (S,)n>0 ? Expliquer le principe de I’algorithme.



1.B
On pose dorénavant, pour tout n € N*, s(n) = s,,. Démontrer, pour n > 1, les propriétés suivantes :

{s(1),5(2),...,s(n)} ={2,4,...,2p,} U{1,3,...,2¢, — 1}
Pn+qn=mn
Sn = us(l) +--- 4+ us(n)

En déduire que s est injective.
I1.C

I.C.1. Démontrer qu'une suite d’entiers convergente est constante partir d’un certain rang.
I.C.2. On se propose de démontrer que la suite (p,)n>0 croit vers +oo.
a. On suppose dans un premier temps que cette suite est majorée. Utiliser la question I.C.1 pour
démontrer qu’il existe un entier ng tel que pour n > ng,

n—1

1

S, >z et Sp=5, — :

e 0 kz 2y + 2k — 2np + 1
~

En déduire une contradiction.
b. Déduire du raisonnement précédent que la suite (p,)n>o diverge vers +oo.
I.C.3. Justifier rapidement que (g, ) tend vers +oo.
[.C.4. Déduire de ce qui précede que s est une bijection de N* sur lui-méme.
I.D
L.D.1. Démontrer que, pour tout entier n >0, on a : [Syy1 — 2| < [Sp — @] ou [Spy1 — 2] < |ug(ni))-
1.D.2. En déduire que pour tout naturel N, il existe un entier n > N tel que |S, 41 — 2| < ’us(nﬂ)‘.
1.D.3. Justifier I'existence d’un entier ng tel que pour n > ng, p, > 1 et g, > 1.

1.D.4. Soit n > ng. On note v,, = max (|Sn -z,
sante. En déduire qu’elle converge vers 0.

‘ ; ‘ugqnﬂ,l‘). Démontrer que (vp,)n>n, est décrois-

I.D.5. Démontrer que (S,) converge vers x et conclure.
LE

LLE.1. Démontrer l'existence d’une constante v > 0 telle que :

>

n)+v+o(1) quand n — +o0 .

?r\*—‘

n

I.LE.2. Donner un développement analogue pour Z
k=

55 —1 & fonction de ~.

LE.3. a. Justifier, pour tout naturel n tel que p, > 1 et ¢, > 1, I'égalité : S, = Z Z 2k T
k=1

=

1 n
En déduire : S,, = 3 In <n]ipn> —1In(2) + o (1).

En déduire un équivalent simple de p,, et de g,.

e o

Déterminer la limite de :

[usy| + us@)| + - + s
lur| + uz| + -+ |ug]

quand n — 4o00.



PARTIE II - Suites vérifiant (P;) et (P)

II.A
Montrer qu’une suite complexe (an)nenN telle que la série > a,, converge absolument vérifie (P).
I1.B
Soit (an)nen une suite réelle telle que la série > |a,+1 — a,| converge.
II.B.1. Démontrer que la suite (a,)nen posseéde une limite.

II.B.2. Soit (un)nen une suite réelle telle que la série Y u,, converge.
On note U,, = ug + u1 + - - - + u,,. Démontrer, pour tout entier naturel N, la relation :

N N-1
Z O Uy, = Z (an — ant1) Un +anUy -
n=0 n=0

En déduire que la suite (ap)nen vérifie (Ps).

I1.C
Soit (an)nen une suite de nombres complexes telle que la série Y |a,| diverge. Construire une suite (uy,)neN
de nombres complexes de module 1 telle que la série Y a,u, diverge. Caractériser les suites complexes
(an)nen vérifiant (P).
1I.D
Soit (an)nen une suite de réels positifs telle que la série > a,, diverge. On se propose de construire une suite
(en)nen tendant vers 0 telle que la série Y ane, diverge. Pour cela on définit par récurrence trois suites
(Pn)neN;, (En)nen et (An)nen comme suit :
— po=0,e0 =1, Ag = ao.
En—1 .
 bowrns1:] P lEe et = 5 sl Aner 2
Dn =Pn—1 €t &, =éep_1 sinon.
Dans tous les cas : A, = A, _1 + anén.
9
II.D.1. Dans cette question seulement on suppose ag = 1 et, pour tout n > 1, a,, = m
n
Déterminer les six premiers termes des suites (pn)neN, (€n)neN €t (An)neN.

Ecrire une procédure exemple qui prend en argument l'entier n et retourne la liste :
[[07p07 €0, Ao], [laplv €1, Al]a ceey [napnv En, An]] .

II.D.2. a. Démontrer que pour tout naturel N, il existe un entier n > N tel que : p,, = 1 + p,—1 (on pourra
raisonner par l'absurde).

En déduire qu’on peut définir une suite (ny)ren strictement croissante d’entiers par :

n0=0
ng+1 =min{n € N|n>ngetp, =1+4+p,—1} pourk >0.

b. Dans le cas général, calculer p,,, €n, .
Démontrer que la suite (€,)nen tend vers 0 et que la série > e,a, diverge.

c. Déterminer ny, ny et nz pour I'exemple de la question I1.D.1).

1
I1.D.3. Dans cette question seulement on suppose : Vn € N, a,, = el
n
a. Ecrire une fonction indexer prenant en argument I'entier n et renvoyant [[0,no), [1,n4], ..., [¢,74]]

ou q est le plus grand des entiers k tel que ni < n. Par exemple 'appel de indexer (10000) renvoie :

[[0,0, [1,1],[2,2],[3,51]]



IL.LE

. Soit £ > 3 un indice tel que ngy — 2 > ng_1. Démontrer I'inégalité :

1

k—1<Ano1 Sk—1+4 .
Nk

En déduire ng11 — 2 > ny.

. Calculer explicitement la différence A,, 1 — Ay, 1 en fonction de k, ny et ngy1. En déduire, pour

k > 3, 'inégalité :

1 N1 + 1 1 M41
ok I <n+1> S Angam1 = An-1 S gpn ( e )

. Déduire des deux questions précédentes, pour k > 3, 'inégalité :

2 1 1 1
2’“—<ln<n’“+1>§2’“+ —1n(1+ >—|—ln<1—|—).
g Nk Nk+1 Nk+1 ng

. En utilisant une série convenable, étudier la convergence de la suite de terme général (In(ny) — 2%);

puis démontrer ’existence d’une constante C' > 0 telle que :
~ Cexp(2F) .
e, Co ()

En déduire

I (In(ng))
" k—oo  In(2)
puis
A In (In(n))

Que peut-on penser de I'exécution de la fonction indexer ?

Soit (an)nen une suite de réels quelconques telle que, pour toute suite (¢, )nen de réels tendant vers 0, la
série > ena, converge.

IL.LE.1. Démontrer que la série >_ &, |a,| converge.

ILE.2. En déduire que la série > |a,| converge.

IL.LF

Soit maintenant (a,)nen une suite de réels telle que, pour toute suite (x,)neN, la convergence de la série
> x, entraine la convergence de la série > a,xy,.

IL.F.1. Démontrer que la suite (a,)nen est bornée.

IL.F.2. Soit (,)nen une suite réelle de limite nulle. Démontrer la convergence de la série > e, (ant1 — an).

IL.F.3. Démontrer que la série > |a,4+1 — ay,| converge.

IL.F.4. Caractériser les suites vérifiant (Pz).
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Dans ce probleme on note A l'opérateur défini sur les suites a valeurs complexes par Aa, = ap+1 — Gp-

PARTIE I - Réorganisation des termes d’une série semi-convergente.

LA
ILA.1. Par définition
#!/usr/bin/pythons
def u(n): # u(n)=u_n=(—1)"n/n

return pow(—1,n)/n

def suite(x,n):

p=q=5S=0 # initialisation : p_0=q 0=S 0=0
list =]] # liste wvide : pour stocker s 1,...,s n
for k in range(n): # boucle pour k entre 0 et n—1I
if S>x # si S _k>x
qt+=1 # g {k+1}=q k+1, p_{k+1}=p k
s=2%q—1 # s {k+1}=2¢ {k+1}—1
else # si S _k<=x
p+=1 #  q {k+1}=q k, p_ {k+1}=p k+1
s=2xp # s {k+1}=2p {k+1}
list .append(s) # on augmente la liste de s _{k+1}
St=u(s) # 8=8 {k+1}=S k+u {s {k+1}} / fin boucle

return print(list) # renvoie [ affichage de [s_1,...s_n]

I.LA.2. Dans 'exemple S,, tend vers —1. On peut conjecturer qu’en général ‘ (Sn)nen converge vers .

On choisit (s,,) de sorte que (S,,) converge vers z en oscillant : en regroupant par paquets les termes
(sn) de méme signe, (S,) admet une suite extraite dont les termes d’indices pairs et impairs forment
deux suites de monotonies contraires que 1’on espére adjacentes et convergeant vers x.

A chaque étape, soit S, est inférieur & z et alors on lui rajoute le plus grand terme positif non utilisé
(i.e. celui correspondant au terme de plus petit indice pair) et sinon on rajoute le terme négatif de
valeur absolue la plus grande non encore utilisé (i.e. celui correspondant au terme de plus petit
indice impair).

I.B .
Soit (H,,) le prédicat pour n dans N donné par : p, + ¢, = n, S, = Z Ug (k) et
k=1

s(lieN*|i<n}) = {2k|ke N* k<p,} U{2k—1|keN*"k<q.} .

Par construction (Hg) est vrai puisque les ensembles considérés sont vides et les nombres tous nuls.

Soit maintenant n dans N tel que (H,,) est vrai. Si S,, > x, alors ¢ni1 = ¢n+1, Pnt1 = Pny Snt1 = 2¢n41—1
et Spt1 = Sn + Us(ns1)- Siau contraire S, < z, alors ¢uy1 = Gn, Pnt1 = Po t 1, Spp1 = 2pnga et
Snt1 = Sp + Ug(ny1). Dans le premier cas, on a

{s(1),...,8(n),s(n+1)} ={2,4,...,2p, } U{1,3,...,2¢, — 1,2¢p41 — 1}

et donc aussi

{8(1)’ AR S(n)’ S(Tl + 1)} = {2547 s a2pn+1} U {la 37 R 2Q7L - 1, QQn—i-l - 1}
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puisque 2p,+1 = 2p,. Dans le second cas, on a
{s(1),...,8(n),s(n+ 1)} =1{2,4,...,2pp, 2pn+1} U{L,3,...,2¢q, — 1}

et donc aussi
{s(1),...,s(n),s(n+ 1)} =1{2,4,...,2pn, 2Pn+1} U {1,3,...,2¢n+1 — 1}

puisque 2¢p4+1 — 1 = 2¢, — 1.

n n+1
De plus, dans les deux cas, pp41+@n+1 =Pn+qn+1=n+1let S, = Z Us(k) T Us(ny1) = Z Us(k)- On
k=1 k=1

en déduit que (H, ;1) est vrai et donc, d’aprés le principe de récurrence, pour tout entier n dans N*, on a

{8(1)778(”’)} = {2a4va2pn}u{173732(b7, - 1}7 Pntqn =ncet Sn = Zus(k)~
k=1

Pour n dans N*, les bijections k — 2k et k — 2k — 1 montrent que les cardinaux de {2,4,...,2p,} et
{1,3,...,2q, — 1} sont respectivement p,, et g,. Comme N est partitionné entre nombres pairs et nombres
impairs, les deux ensembles précédents sont d’intersection vide et donc, d’apres (H,,), {s(1),...,s(n)} est de
cardinal p, + ¢, i.e. n. Autrement dit, puisqu’on a affaire des ensembles de cardinal fini et que s induit une
surjection de [1;n] sur son image par s, s induit une bijection de [1;n] sur son image. En particulier pour
k et ¢ deux entiers naturels non nuls et distincts, en utilisant ce résultat avec n = max(k, ), on en déduit

S0) 500, s o nective,

I1.C

I.C.1. Soit (a,)nen une suite convergente d’entiers. Alors (Aa,,) converge vers 0 et on dispose de ng dans N
tel que, pour n > ng, |Aa,| < 1. Puisqu’on a affaire & des entiers, il vient alors Aa,, = 0, i.e. a1 = an,

et par conséquent la suite (an)neN ‘est constante & partir du rang ng.

I.C.2. a. Par définition la suite (p,)nen est croissante. Par conséquent, si elle est majorée, d’apres le théoréme
de convergence monotone, elle converge. D’apres ce qui précede, elle est alors stationnaire. On dispose
donc de ng tel que (pn)n>n, Soit constante. Soit alors n supérieur a ng. Puisque pp,41 = pp, on a
Gn+1 = Gn + 1, Sn41 = 2¢n41 — 1 etDe plusona g,y1 =n+1—ppr1 =n+1-py, =
n—1

n+1—ng+qn, et donc sp4+1 = 2¢n, +2n—2n9+ 1. Par définition de S,,, on a S, = Sy, + Z Usypr s

k=no
n—1 1
S0t | S = Sny gn:o %ng + 2k — 210 + 1
La série Z L est & termes positifs et son terme général est équivalent a i Cest
2¢n, + 2k —2np +1 2k

k}ZTlO
donc une série divergente vers 4o00. Il en résulte que S,, tend vers —oo, ce qui est contradictoire avec

le fait que (Sy)n>n, €st minoré par z. Donc ‘ (pn) n'est pas majoré. ‘

b. Puisque la suite (p,,) est croissante, d’apres le théoréme de convergence monotone soit elle est majorée
et convergente, soit elle diverge vers +o0o. D’apres ce qui précede, il vient W
I.C.3. Si (gn) est majoré, elle converge et donc est stationnaire. Il en résulte qu’a partir d’un certain rang
1
(Sn) est majoré par = et ug, est équivalent & —. La suite (S,) ne pouvant a la fois étre majo-

rée et diverger vers 400, on en déduit une contradiction et donc, par convergence monotone, que

‘ (gn) diverge vers +oo.
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[.C.4.

1.D
I.D.1.

1.D.2.

1.D.3.

1.D 4.

1.D.5.

D’apres I.B I'image de s est incluse dans N*; d’apres I.B et 1.C.2.b et puisque
liranT{Q,...72pn} zliglnT{Qw..,Qm} =2N*,
elle contient tous les entiers pairs strictement positifs, et d’apres I.B et 1.C.3 et puisque
liernT{l,...,Qqn—1}:11721?{1,...,2771—1} =1+42N,

elle contient aussi tous les nombres impairs strictement positifs. Par conséquent s est une surjection de
N* sur N*. Puisque s est également injective, d’apres 1.B, ‘ s est une bijection de N* sur lui-méme.

Soit n dans N. Puisque S, — x et uy(,41) sont de signes contraires et que S,1 — = est la somme de
ces deux termes, on a

[Sn1 = 2| = [18n = &l = ugmin) || < max (IS0 — 2, |usgnin|)

et donc | [Spi1 — 2| < [Sy — 2] ou [Spi1 — 2| < |us(nrn |-

Soit N un entier naturel. Puisque lim p,, = lim ¢g,, = 400, le signe de (S,, — z),>n n’est pas constant
et on dispose donc de n vérifiant n > N et (S, — x)(Sp41 — ) < 0 et donc = appartient au segment
d’extrémités S, et S,y1 et |S, —z| < |S, — Spt1]- Comme |S, — S,q1] = ’us(n+1)|7 la question

précédente permet de conclure | [S,+1 — x| < ’us(n+1)|.

Comme on a lim p,, = lim ¢,, = +00, on dispose de n; et no entiers tels que, pour n > ny, on a p, > 1
et, pour n > no, on a g, > 1. En prenant ny = max(ni,ns) il vient, pour n > ny, ‘pn >1letq, > 1.‘

Puisque s(n + 1) est égal soit & 2p,,41 soit & 2g,+1 — 1, on a ‘us(n_,_l)‘ < max (‘uzm+1 , |u2qn+1,1D et
donc, d’aprés I.D.1, |Sy1+1 — x| < vy,. Les suites (Pr)k>n, €t (qk)k>n, sont a valeurs dans N* et sont
croissantes, tout comme les applications affines de N* dans lui-méme r +— 2r et r — 2r — 1, et la suite
(luk|)ken+ est décroissante, donc, par composition, (|ugp, |)k>ne €t (|U2q,—1|)k>n, sont décroissantes.
En particulier elles sont majorées par (vg)n>n,. Par passage au maximum, il vient v, 1 < v, et donc

‘ (Un)n>n, est décroissante. ‘

Etant décroissante et minorée par 0, la suite (Un)n>n, converge vers un réel positif. Comme (p,,) et
(¢n) tendent vers l'infini, d’aprés 1.C.2.b et 1.C.3, les suites (ugp,,,) et (uzq,,,—1) tendent vers 0 et
donc, par encadrement et d’apreés 1.D.2, une sous-suite de (v,,) converge vers 0. Par unicité de la limite

Pour n > ng, on a 0 < |S,, — x| < v, et donc, par encadrement lim(S,, — x) = 0, i.e.

Il résulte de I.C.4 et ce qui précede que

“+oo
s est une bijection de N* dans lui-méme telle que Z Ug(n) = T.

n=1
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LE

I.E.1. Puisque la fonction inverse est continue et décroissante sur [1;+oo [, le théoréme de comparaison entre

n+1 dx

séries et intégrales permet d’affirmer que la série de terme général — — / — est convergente, de

n
somme strictement positive. Comme on a, d’aprés la relation de CHASLES,

“ (1 kg 1 ntl g "1
S (i) [ ey

k=1
on dispose de v dans R tel que i % n(n+1)4+~+o0(1) et done, puisque In(n + 1) = In(n) +
k=1
In (1 + 111) =1In(n) + o (1), il vient . % =In(n) +v+o(1).
k=1
I.LE.2. Pour n dans N*, on a
n 2n

1 1 7y
et donc | Y ———— = =In(n) +In(2) + 5 + o (1).
— 2k —1 2 2

LLE.3. a. Soit n tel que p, > 1 et g, > 1. D’apres I.B il vient

S, = Z up = Z U + Z Uk

kes([1;n]) ke{2,....2pn} ke{l,....2¢n—1}

Pn dn

et donc Z o Z 2k

b. Puisque lim p,, = lim ¢,, = +00, on a d’apres I.LE.1 et [.LE.2

Y g = 5 ) 4y +o(D) et Yoo = Ling) +In(2) + 1 4o ()
2k 2 2k—1 2 2

k=1 k=1

1 n
et donc, par sommation et puisqu’on a p, + ¢, =n, | S, = 3 In ( P ) —1In(2) + 0 (1).

n—DPn

¢. Puisque lim S,, = z, il vient aussi

ln( Pn ) =22 +21In(2) + o0 (1)

n—DPn
Pn
N —Pn

et donc, par continuité de ’exponentielle sur R, lim

Dn 1

n

e?®. Or, pour n tel que p, > 1 et

1
qn > 1, 0n a = T et donc, par continuité de la fonction ¢ — T sur R’ et puisque

n —Pn E_ ;‘i‘
—2z

1

. 1 4
4¢2* > 0, il vient lim 2% = — = — et lim & — lim (1 _ Zﬁ) __°
n E—+1 4dfe= n n

In
On en conclut | p, ~ yp—ry

) n
e ~—,
™~ 7 4 4e2=

4+e2

1+ 4e2z”
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d. Il résulte de I.B qu’on a
qn

k;'“s( sz Z%—l

et donc, d’apres LLE.1 et I.E.2,

Z |us(k)| = lIl (Pn) 1 (gn) +O (1) =1In (\/ann) +0 (1)

et

n

> Juk| =In(n) + O (1) ~ In(n) .

k=1

admet une limite dans R, d’apres L.E.3.c, il vient, par continuité du logarithme,

n
D Jusim|

) =0 (1) et donc In (\/pngn) = In(n) + O (1) ~ In(n). On en conclut L

>

k=1

PARTIE II - Suites vérifiant (P;) et (P)

1I.A
Soit > a, une série absolument convergente et (u,) une suite bornée, on a donc |a,u,| = O (|ay|) et
donc, par comparaison, la série > a,u, est absolument convergente. En particulier elle est convergente et

[ (an) verifie (Py). |
I.B

II.B.1. Puisque la série Y Aa, est absolument convergente, elle est convergente. Or cette série converge si et

seulement si la suite (a,,) converge, et sa somme est alors lim a,, — ag. Il en résulte que | (a,) converge.

II.B.2. Soit N dans N, on a

N N

Z (anAUn—l + UnAan) = Z U Ap4+1 — n 1an) UNaN—i-l - U()al

n=1 n=1

= Unany +UnAany — UgAag — agUy
d’ou

N N N-1
Z anty, = agUp + Unan + UnQAan — UgQAag — agUy — Z U,Aa,, = anUn — Z U,Aa,,
n=0 n=1 n=0

i.e. E apu, = anUyn + g — ant1)U,

Pulsque > u, converge, (Un) converge et est bornée. D’apres IILA, puisque > Aa, est absolument
convergente, elle vérifie (Py) et donc 3 U,Aay, converge. D’apres I1.B.1, (a,,) converge et donc (a,U,)
aussi. L’expression des sommes partielles de Y a,u, que 'on vient d’obtenir est donc une somme de

deux termes convergents. Il en résulte que > a,u, converge et donc ‘ (ay,) vérifie (Py). ‘
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I1.C

Pour tout n dans N, on dispose de u,, dans U tel que |a,| = a,u,. Par hypothese ‘ > anuy, diverge.

Comme (u,) est borné, on en conclut que (a,) ne vérifie pas (P;). D’apres I1.A, on en conclut que

’ (a,) vérifie (Py) si et seulement si Y a,, converge absolument. ‘

II.D

II.D.1. On obtient successivement

*])0:0,50:16‘5140:1;

—le=tetA =140 =2,
p1—7€1—2€ 1= 616’

— p2 =2,
— p3=2,
— pa =2,
— p5 =3,

ie.

9 25

3 7

9 641

T8 " 320°

3 41

5:ietA2:?—2
EgzietAzl_g*F*_
54:3(3‘5145*%
55—%etA6—%

64 20

— (Ap)o<n<s = (1

— (pn)OSn§5 = (Oa 17 27 27 2a 3)7

(1111
= (1. -, —. =, =

72)474747

! t
3 e

25 7 121 641 41
716747 647320720 )

Par définition
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#!/usr/bin/pythond
from fractions import Fraction
def al(n):
if n
return Fraction (9,4%(n+1))
return 1

def exemple(n):
p=0
ep=Fraction (1,1)
A=al (0)

list =[[0,p,ep,A]]

for k in range(n):
if A>=p
p+=1
ep/=2

At=ep=xal (k+1)
list .append ([k+1,p,ep,A])

return list

# renvoie a_n

# si n n’est pas nul
# a n=9/4(n+1)

# a_0=1

# initialisation : p_0=0

# epsilon_ 0=1

# A O=a_0

# tuple initial [0,p_0,epsilon_0,A 0]
# liste contenant le tuple initial

# boucle pour k entre 0 et n—1

# si A _k>=p_k :

#  p_{k+1}=p_ k+1

# epsilon_{k+1}=epsilon_k /2

# sinon p_{k+1}=p_k

# epsilon__{k+1}=epsilon_k

# A {k+1}=A_ktepsilon_{k+1}a_{k+1}

# on augmente la liste du tuple

# [k+1,p {k+1}, epsilon_{k+1},A {k+1}]
# fin boucle

# renvoie la liste des n tuples

II.D.2. a. Par définition, si (p,) est stationnaire, alors (e,,) aussi. On note ¢ = lime,, et alors AA, = ea,
a partir d’un certain rang. Il en résulte que > AA, diverge vers +oo, par hypothése sur > a,, et
donc A,, aussi. Mais si (p,,) est stationnaire, par définition, (A,) est majoré par (p,) & partir d’un
certain rang et est donc borné. Cette contradiction montre que (p,) ne saurait étre stationnaire.
Par conséquent pour tout entier naturel N, on dispose d’une entier n avec n > N et p,, # p,_1. Par

définition cela impose | p, = pp—1 + 1.

D’apreés ce qui précede, pour tout a dans N 'ensemble {n € N |n > a et p, = 1 + p,,_1 } est non vide
et inclus dans N ; il admet donc un minimum. De plus comme ce minimum appartient a I’ensemble
qu’il minimise, il est strictement supérieur & a. On en déduit que l'on peut définir la suite d’entiers

(nk)ken par récurrence et qu’elle est \ strictement croissante. ‘

b. Soit k£ dans N, on a

ngk k
Pny, = Po + Z Apn—l =0+ ZApnj—l = Z 1
n=1 j=1 J

et

ie. |pn, =kete,, =27F

k

—1

Par construction la suite (£,,) est décroissante et minorée par 0, elle converge d’aprées le théoreme
de convergence monotone. Comme elle admet une sous-suite tendant vers 0, & savoir (g5, ) qui est

1
géométrique de raison 5 52 limite est nulle :
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Par construction la suite (A,,) est croissante et minorée par (p,,). Comme cette derniére est croissante
et admet une sous-suite divergeant vers +oo, elle diverge vers +oo et donc, par comparaison, (A,,)

fait de méme : ‘ > enay, diverge. ‘

c. D’apres les calculs effectués en II.D.1, on a |n; = 1, no = 2 et n3 = 5. ‘
11.D.3. a. Par définition

#1/usr/bin/pythond

def a2(n): # a_n=1/(n+1)
return 1/(n+1)

def indexer(n): # reprise de exemple()
p=0
ep=1
A=a2(0)
list =[[0,0]] # tuple initial [0,0]
for k in range(n):
if A>=p
p+=1
ep/=2

# car n_{p_ {k+1}}=k+1
At=epxa2(k+1)
return list

list .append ([p,k+1])  # on augmente la liste de [p {k+1} k+1]

b. On a d’apres 11.D.2 et par construction
kE—1= Pnj_1 S Pnp—1 S Ankfl
et7 pUiSque 21_k = E’ﬂk_l = Enk72 = Enkfl et A’I’Lk72 < p’ﬂk727

1

1
_ 1—k
Apj—1=Anp—2+2 " <pnk—2+m

d’otlt, puisque k — 1 =pp, |, =Dnp—2 =Dnp—1, |k —1 <A, 1 <k-—-1+

2’“—1nk '

Comme ny > k et k > 3, il vient

1 + 1
2k—1nk Qk(nk + 1) -

Ank = Ank—l + ankenk S k -1 +

et donc Py, +1 = Pn,, €t €n,+1 = En, . Par conséquent

1 111
Appi1 = Ap, + ———
metd = A o 1 2) 12 732 40

d’olt | ng41 > ng + 2.

c. Par définition, pour k£ dans N*,

Nk+4+1 —1

Ank+1—1 = Ank—l + § a/jc"':j

Jj=ng

11
<k—1+-5+ 25

12 32

Sk—1+ 5+ +=<k=pun

<k =npp,
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nk+171

. _ 1
1.e. Ank+1_1 7Ank_1 =2 k Z m

Jj=nk

Puisque la fonction inverse est continue et décroissante sur R , il vient par inégalité de la moyenne
-1
g1 + 1 mentl g METT 1 mEL g n
1< )_/ Ty s Fom(
ng+1 npt1 t o +1 ne t ng

1 ne+1 + 1 1 Nk+41
et donc ? In <nk—|—1 S An)H»lfl — Ankfl S 27 In . .

d. D’apres I1.D.3.a, on a ng —2 = 49 > 2 = ny et donc, par une récurrence immédiate et avec ’aide de
II.D.3.b, pour £ > 3,onang —2>ng_1.
Soit maintenant k supérieur a 3. On peut utiliser 'inégalité 11.D.3.b pour k et k + 1. Avec I1.D.3.c

il vient )
k41 k k 1 _ ok
ln< T ) 22 (Ank+1_1—Ank_1)22 (k—k+1—M) =2 —nik
et ) )
N1+ 1 k k k
LT ) < oR(A, L — A, ) <2F [k —k+1)=2
n ( g+ 1 ) > ( k+1—1 k 1) = + 2k”k+1 + + P

et donc, puisque

ng1 +1 _ Mkt (1+ 1 > <1+1>
ng+1 Nng Nk+1 ng

2 1 1 1
on a 2k—§1n(nk+1)§2k+ —ln(l—i— >+ln(1+>.
ng ng Nk41 Nk41 ng

e. On note (uy) la suite (In(ng) — 2¥). Sa convergence est équivalente a celle de la série Y Auy. Or,
Mgt
ng
a <b<c=|bf <max(lal,[c]) < o] +c],

1 1 3 1 1
ln(1+>—ln<1+ )’S—i—ln(l—i—)—ln(l-l— )
ng Nk+1 Nk ng NEg+1

par croissance de (ny). Comme (ny) est une suite strictement croissante d’entiers, elle tend vers

pour k£ dans N, on a Aug = In — 2% et donc, d’apres la question précédente et en utilisant

2
+—+

Nk+1 ng

1
Iinfini. En notant (vg) = (In {1+ ) ), par continuité du logarithme et divergence de (ny) vers
Nk

+00, la suite (vg) tend vers 0 et donc Y Avy converge.

Par construction on a a,&, = o (a,) et donc, par comparaison des séries divergentes & termes positifs,
on a A, = o(In(n)) grace & LE.1. Et donc en utilisant I1.D.3.b, k = O(k—1) = O (A, —1) =
o (In(ng — 1)) = o (In(ng)). En particulier k — In(ny) ~ — In(ng). Puisque exponentielle tend vers

0 en —o0, on en déduit que 'exponentielle de k — In(ny,) tend vers 0, i.e. — = o(e™F).
N

1
En particulier la série Y — est convergente, par comparaison d’une série & termes positifs avec une
n

série géométrique. On en conclut que > |Aug| est majoré par la somme de deux séries absolument
convergentes. Etant & termes positifs, elle est également absolument convergente, donc . Auy est

convergente. Il en résulte que ‘ In(ng) — 2k converge.
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IL.LE
I1LE.1.

IIE.2.

IL.F
IL.F.1.

II.F.2.

II.F.3.
II.F.4.

Par continuité de I’exponentielle, il en résulte que ny eXp(—Qk') converge aussi, i.e. on dispose d’une

constante C' strictement positive (car exp(R) = RY) telle que ‘ ny, ~ Cexp(2F). ‘

Puisque In(ny) — 2% converge, on a In(ny) = 2¥ +0 (1) et donc 2% In(ny,) = 140 (1). Par continuité
du logarithme, il vient In(In(ny))—k1In(2) = o (1) et donc In(In(ng)) ~ k1n(2). Or, I'inégalité I1.D.3.b
donne en particulier, pour k > 3, k—1 < A,,, 1 < ketdonc A,,, 1 ~ k. Comme A4,,, = A,, _1+0 (1),
In(In(ng))
In(2)
Soit n dans N. Par stricte croissance et divergence de (n,), on dispose de k dans N tel que nj <
n < nyy1. Par croissance de (A4,), on en déduit A,, < A, < A,, . Lorsque n tend vers l'infini, k
aussi, etona A, ~k~k+1~A et donc A,, ~ k par encadrement. D’apreés ce qui précede
In(In(n))
In(2)

Puisque la croissance de (ng) est doublement exponentielle,

il vient A, ~ A,, 1 ~ k et donc | A, ~

NE+1

on en déduit | A,, ~

’ le temps de calcul de indexer est au moins doublement exponentiel. ‘

Pour n dans N, on dispose de u,, dans {£1} tel que |a,| = upan. Soit (g,,) une suite de limite nulle,

comme (uy) est borné, (u,e,) tend aussi vers 0 et donc > e, una, converge, i.e. ‘ > en |an| converge. ‘

Par contraposée du résultat obtenu en I1.D, la série & termes positifs ) |a,| ne peut diverger. Comme

elle est & termes positifs, c’est donc que ‘ > |an| converge.

Si (a,) n’est pas borné, on construit par récurrence une suite (nj) par ng = 0 et, pour k € N,
Nk+1 = min {n > ny | lan| > 2]“}. On définit alors la suite (z,,) par z, = 27F, si n = ny, pour k dans

1
N, et x,, = 0 sinon. Par construction la série Y x,a, diverge grossiérement puisque |z, an, | > 5 pour

k > 1. La série Y x,, est a termes positifs et le théoréme de sommation par paquets permet d’écrire

400 oo Mg4+1—1 )
D=3, Y, w=) 2 =2
n=0 k=0 n=ng k=0

et donc Yz, converge. Cette contradiction assure que | (a,) est borné.

Soit (g,,) une suite de limite nulle. Pour n dans N, on a ¢,Aa, + an+1Ae, = A(ag), et donc, par
sommation,

n n
§ exAay = apy1€n41 — oS0 + E ap1Aey .
k=0 k=0

Puisque (&,) converge, > Ae,_1 converge et donc, par hypothese, > a,+1Ae, converge. D’apres ce
qui précede ane, = O (g,) = 0 (1) puisque €, = o (1). Par linéarité on en déduit que

‘ > en(ant1 — ayn) converge. ‘

11 résulte directement de ILE que ‘ > lan+1 — ap| converge. ‘

Il résulte de II.B et de la question précédente que

‘1es suites vérifiant (P,) sont celles telles que Y Aa,, converge absolument.
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