MATHEMATIQUES II Filiere MP

MATHEMATIQUES I

Les calculatrices sont autorisées
Notations :
e IK désigne le corps IR ou le corps C.

¢ On fixe un IK -espace vectoriel E de dimension n=1.

Partie I -

I.A - On fixe une application ¢ de E* dans IK.On suppose que ¢ est une forme
bilinéaire symétrique sur E , c’est-a-dire que, pour tout (x, y,z) € E’ et pour tout
a€IK, g +ay,z) = ¢lx, 2) + ag(y, 2) et ¢(x,2) = ¢(z, x) .

I.LA.1) Pour tout élément x de E, on note ~(x) ’application de E dans E telle
que Vy€E, h(x)(y) = o(x,y).

a) Montrer que, pour tout x de E, h(x) est élément du dual de E , noté E*.

b) Montrer que 2 est une application linéaire de E dans E*.

I.A.2) Si A est une partie de E, on note A? = {xEE/Va €A ¢(x,a) =0} .
Montrer que A" estun sous-espace vectoriel de E .
Par la suite, lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité, on notera A™ au lieu de A™°.

I.A.3) On dit que ¢ est non dégénérée si et seulement si E*° = {0} .
Montrer que ¢ est non dégénérée si et seulement si 4 est un isomorphisme.

I.LA4) Soite = (e, ...,e,) une base de E.

On note e* = (e} ,...,e* ) la base duale de e.
a) Montrer que la matrice de » dans les bases e et e* est :
mat(h, e, e*) = (¢ple;, e))

Cette derniere matrice sera également appelée la matrice de ¢ dans la base e
et notée mat(y, e)

b) Soit (x,y) €E*. On note X et Y les matrices colonnes dont les coefficients
sont les composantes de x et y dans la base e.

Montrer que o(x, y) = ‘XQY ol Q = mat(q,e) et oit ‘X désigne la matrice ligne
obtenue en transposant X .
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L.B - Si ¢ est une forme bilinéaire symétrique sur £, on note ¢, 'application de
E dans IK définie par: Vx€E, q (x) = ¢(x,x). On dit que ¢, est la forme qua-
dratique associée & ¢ . On note Q(E) I'ensemble des g, o ¢ est une forme bili-
néaire symétrique sur E .

I.LB.1) Soit ¢€Q(E).

Montrer qu’il existe une unique forme bilinéaire symétrique sur E, notée ¢,
telle que ¢ = ¢, . On dira que ¢ est la forme bilinéaire symétrique associée a la
forme quadratique g . On dira que g est non dégénérée si et seulement si ¢ est
non dégénérée. Si e est une base de E, on notera mat(q,e) = mat(g,e). On
Iappellera la matrice de ¢ dans la base e.

I.LB.2)  Soit ¢ une forme quadratique sur E . Soit E’ un second IK -espace vec-
toriel de dimension n, et soit ¢’ une forme quadratique sur E’.

On appelle isométrie de (E, gq) dans (E’,q’') tout isomorphisme f de E dans E’
vérifiant : pour tout x €E, ¢'(f(x)) = ¢(x).On dira que (E, q) et (E’,q') sont iso-
métriques si et seulement si il existe une isométrie de (E, q) dans (E',q’).
Montrer que (E,q) et (E’,q’) sont isométriques si et seulement si il existe une
base e de E et une base e’ de E' telles que mat(q,e) = mat(q’,e’).

I.B.3) Soit p€IN . Notons ¢ = (cpy ... cp,) labase canonique de IK*”
2p
Pour tout x = Exc e K7 , 0 pose g ,(x —2Exlxl+p
i=1 1=1
a) Montrer que q » estune forme quadratique sur K*? et calculer mat(q,, c) .

b) On appelle espace de Artin (ou espace artinien) de dimension 2p tout couple
(F,q),ou F est un IK -espace vectoriel de dimension 2p , et ol ¢ est une forme
quadratique sur F telle que (F,q) et (]sz ,q,) sont isométriques.

Montrer que dans ce cas, g est non dégénérée.

Lorsque p = 1, on dit que (F, q) est un plan artinien.

¢) On suppose que IK = € et pour tout
2p
x = ExkckE(Dp on pose q(x Exk
E=1

Montrer que (€%, q) est un espace de Artin.
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d) On suppose que IK = IR et pour tout

2p

x—ExcEIRp :on pose q'(x Ex— E xl2

1=1 1=1 i=p+1
Montrer que (IR P g") est un espace de Artin.
e) Si (F,q) est un espace de Artin de dimension 2p, montrer qu’il existe un
sous-espace vectoriel G de F de dimension p tel que la restriction de ¢ a G est
identiquement nulle.

Partie II -

Pour toute la suite de ce probleme, on suppose que ¢ est une forme bilinéaire
symétrique non dégénérée sur E, et on note ¢ sa forme quadratique.

II.A -

I.LA1) Soit e = (e}, ...,e,) une base de E. On note encore e* = (e* ,...,e* ) la
base duale de e. Soit p € {1, ...,n}. On note F 'espace engendré par e, ..., e,.
a) Montrer que F* est I'image réciproque par & de Vect(ek .,y ,...,e5 ),ou h est

définie au I.A.1.

b) Montrer que dim(F) +dim(F") = n.

c) Montrer que (FL)L =F.

II.LA.2) Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E .
a) Montrer que (F + G)l - F'nG'.

b) Montrer que (F N G)" = F+G".

II. A 3) Soit F un sous-espace vectoriel de E . On note ¢, la restriction de ¢ a
F?.On dira que F est singulier si et seulement si ¢ est dégénérée.

Montrer que F est non singulier si et seulement si 'une des propriétés suivan-
tes est vérifiée :

e FNF" = {0} ;
e E=F®F"
e F' estnon singulier.

II.A.4) Ondit que deux sous-espaces vectoriels F' et G de E sont orthogonaux
si et seulement si pour tout (x,y) EF xG, ¢(x,y) = 0.

Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E orthogonaux et non singuliers,
montrer que F ® G est non singulier.

IL.B - Soit ¢’ une seconde forme quadratique sur E dont la forme bilinéaire
symétrique associée est notée ¢’ . Comme au I.A.1, on note, pour tout (x,y) € E’ ,

h(x)(y) = @(x,y) et h'(x)(y) = ¢'(x,y) .
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Soit e = (e, ...,e,) une base de E. On dit que e est g -orthogonale si et seule-
ment si, pour tout (i,j) € {1, ..., n}2 ,avec i=j, (e, ej) =0.

II.B.1) On suppose que E = R® et pour tout (x,y)E]Rz, q(x,y) = xz—y2 et
q'(x,y) = 2xy.

Déterminer une base g -orthogonale et une base ¢’ -orthogonale.

I1.B.2) Existe-t-il une base de IR’ orthogonale pour ¢ et pour ¢' définies a la
question II.B.1 ?

II.B.3) Supposons que e est a la fois g -orthogonale et ¢’ -orthogonale.
Montrer que, pour tout i €{1,...,n}, e, est un vecteur propre de R loh'.

I1.B4) On suppose que 2 ' oh' admet n valeurs propres distinctes.
Montrer qu’il existe une base de E orthogonale a la fois pour g et pour q'.

I1.C -
II.C.1) Soit x € E tel que g(x) = 0 et tel que x=0.

On se propose de démontrer qu’il existe un plan IIC E contenant x et tel que
(ILg,) soit un plan artinien (ou q,; désigne la restriction de I'application ¢ au
plan IT).

a) Démontrer qu’il existe z € E tel que ¢(x,z) =1

b) On pose y = z—‘%x.Calculer q(y).

¢) Conclure.

II.C.2) Soit F un sous-espace vectoriel singulier de E. On suppose que
(e, ...,e;) estunebasede F N F'.Onnote G un supplémentaire de F N F" dans
F.

a) Montrer que G est non singulier.

b) Démontrer par récurrence sur la dimension de F N F" (en commencant par
dim(F N F) = 1, puis dim(F N F)>1) qu’il existe s plans P,,..., P, de E tels
que les trois propriétés suivantes soient vérifiées :

1) Pour tout i € {1, ...,s}, (P;,q/p;) est un plan artinien contenant e;
2) Pour tout (i,j) € {1, ...,3}2 avec i = j, P, est orthogonal a P;.
3) Pour tout i €{1, ...,s}, P; est orthogonal a G .

I1.C.3) Montrer que F = G®P,® ... ® P, est non singulier.

On dira que F est un complété non singulier de F'.

n

5 .

I1.C.5) On suppose que n = 2p . Montrer que (E,q) est un espace de Artin si et
seulement si il existe un sous-espace vectoriel F de E de dimension p tel que
q/F =0.

IT.C.4) Montrer que si q/5 = 0, alors dim(F) <
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Partie III -

On note O(E, q) 'ensemble des isométries de (E, q) dans lui-méme, c’est-a-dire
I'ensemble des automorphismes f de E vérifiant :

pour tout x € E, q(f(x)) = q(x).

II1.A -
III.A.1) Soit f un endomorphisme de E .

a) Montrer que f€O(E,q) si et seulement si, pour tout (x,y)EE2
o(f(x), f(¥)) = o(x, ).

Montrer que si F est un sous-espace vectoriel de E et si f€0O(E,q), alors
1

FFT) = (F(F)".
b) Soit e une base de E . Calculer la matrice de la forme bilinéaire :
(x,y) = @(f(x), f(y)) en fonction de mat(f,e) et de mat(q,e).
c) Posons M = mat(f,e) et Q = mat(g,e).
Montrer que f € O(E, q) si et seulement si Q = ‘MoM .
d) Montrer que si f €O(E, q), alors det(f) €{1,-1}. On notera :

O'(E,q) = {f€O0(E,q)/det(f) =1} et O (E,q) = {f EO(E, q)/det(f) = -1}.
III.A.2) Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E telsque E = F®G.
On note s la symétrie par rapport a F parallelement a G.

a) Montrer que s € O(E, q) siet seulement si F' et G sont orthogonaux (pour ¢ ).

b) En déduire que les symétries de O(E, q) sont les symétries par rapport a F
parallélement & F, ol F est un sous-espace non singulier de E .

c¢) Lorsque H est un hyperplan non singulier, on appellera réflexion selon H la
symétrie par rapport & H parallélement a H . Montrer que toute réflexion de
E est un élément de O (E,q).

d) Soit (x,y) EE* tel que g(x) = q(y) et g(x-y)=0.
On note s la réflexion selon H = {x — y}*. Montrer que s(x) = y.
IIL.B -

II1.B.1) Supposons que E est un espace artinien de dimension 2p et que F est
un sous-espace de E de dimension p tel que ¢/ = 0.

Si f€O(E, q) avec f(F) = F, montrer que f €0 (E, q).

ITII.B.2) Soit F un sous-espace de E tel que F = E (ou F est un complété non
singulier de F ). Montrer que si f €O(E, q) avec [/ = 1dp (ou 1d, est lapplica-
tion identité de F dans F), alors f €0 (E, q).
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III.B.3) Soit f € O(E, q). On suppose que pour tout x €E tel que g(x)=0,0n a

f(x)—x=0 et g(f(x)—-x) =0.
On se propose de démontrer que f €0 (E, q) et que E est un espace de Artin.

a) Montrer que dim(E)=3.
b) On note V = Ker(f —Idg) . Montrer que ¢/, = 0.

¢) Soit x€E tel que g(x) = 0. Notons H = {x}". Montrer que g/ nest pas
identiquement nulle.
En déduire qu’il existe y€E tel que g(x+y) = g(x-y) = q(y)=0.

d) On note U = Im(f -1dg) . Montrer que ¢/ = 0.
e) Montrer que Ut=vs="uU.
f) En déduire que E est un espace de Artin et que f €0 (E, q).

Partie IV -

IV.A - On souhaite démontrer le théoréeme de Cartan-Dieudonné, dont voici
I'énoncé: «si f€O(E,q), f est la composée d’au plus n réflexions, ou
n = dim(E), en convenant que Id; est la composée de 0 réflexion.»

IV.A.1) Montrer le théoreme de Cartan-Dieudonné lorsque n = 1. On veut
ensuite raisonner par récurrence. On suppose donc que n>1 et que le théoreme
de Cartan-Dieudonné est démontré en remplacant E par tout espace vectoriel
de dimension n-1 .

IV.A.2) Conclure lorsqu’il existe x € E tel que f(x) = x avec g(x)=0.

IV.A.3) Conclure lorsqu’il existe x € E tel que q(x)=0 et g(f(x)-x)=0.
IV.A.4) Conclure dans les autres cas.

IV.B - On se propose de démontrer le théoreme de Witt, dont voici ’énoncé :
« soient F' et F' deux sous-espaces vectoriels de E tels qu’il existe une isométrie

f de (F,q/F) dans (F',q/ ) (la définition d'une isométrie a été donnée au 1.B.2).
Alors il existe g€ O(E, q) telleque g/p = f »

IV.B.1) Montrer qu'on peut se ramener au cas ou F et F’' sont non singuliers.

IVB.2) On suppose que F et F' sont non singuliers, avec
dim(F) = dim(F') = 1. Soit x€F avec x=0. Posons y = f(x).

a) Montrer que q(x +y) ou g(x —y) est non nul.
b) Montrer le théoréme de Witt dans ce cas, en utilisant la question III.A.2-d).

IVB.3) On suppose maintenant que F et F' sont non singuliers, avec
dim(F) = dim(F')> 1.
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a) Montrer qu’il existe F, et F, non singuliers, tels que F,1LF, et F = F|®F,,
avec dim(F'|) = dim(F)-1.

b) Supposons qu’il existe g€O(E,q) telle que g/, =f/, . Notons
F, = f(F,). Montrer que f(Fz)CF’ll et que g(Fz)CF’ll. : 1

c) Montrer qu’il existe

heO(F, q/F,lL) telle que h/g(Fz) = (fog"l)/g(Fz) .

d) Montrer qu’il existe e €O(E, q) telle que k/F = f.
IV.B.4) Démontrer le théoreme de Witt.

oo ['IN oo
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DEUXIEME COMPOSITION DE MATHEMATIQUES — CENTRALE-SUPELEC 2010
— MP

PARTIE 1

C’est presque du cours, mais il est visiblement attendu des démonstrations!

[.LA.l.a. Soit x, y et z dans F et o dans K. L’application h(x) est a valeurs dans K puisque ¢ 'est.
On a, par symétrie et linéarité a gauche,

h(z)(ay + 2) = p(z,ay + 2) = p(ay + 2,2) = ap(y, z) + ¢(z,2) = ap(z,y) + (2, 2)

soit h(z)(ay + z) = ah(z)(y) + h(z)(2) et donc h(x) est linéaire. D’ou | h(z) € E*.
I.LA.1.b. On vient de voir que h est une application de F dans E*. Soit maintenant z, y et z dans
FE et a dans K. On a, par définition,

hazx +y)(2) = plax +y, 2) = ap(x, 2) + ¢(y, 2) = ah(z)(y) + h(z)(2)

et donc h(ax + y) = ah(x) + h(y), donc h est linéaire, i.e. ‘h € L(E,EY). ‘

I.A.2. Par symétrie de ¢, on a A% = N,c4 Ker(h(a)) et donc, en tant qu’intersection de sous-espaces

vectoriels de E, | A% est un sous-espace vectoriel de E.

I.A.3. Par définition E+% = Ker(h) et donc ¢ est non-dégénérée si et seulement si h est injective.
Puisque dim(F) = dim(E*) < 400, par dimension h est injective si et seulement si elle est

bijective, d’ou ‘  est non-dégénérée si et seulement si h est bijective.

[.LA.4.a. Le coefficient d’indice (i,j) de la matrice de h relativement aux base e et e* est donné
par le coefficient de e} dans I’écriture h(e;). Par définition de la base duale, si h(e;) s’écrit
h(ej) = > p_q cnef, on a h(ej)(e;) = a; et donc le coefficient cherché est h(ej;)(e;), i.e.

¢(ej, e;). Par symétrie de ¢, on a donc | Mat(h, e, e*) = (¢(es, €5))1<i,j<n-

[.A.4.b. Par définition *X est la matrice ligne (e} (z))1<i<n et Y est la matrice colonne (e} (y))1<i<n-
On a donc, par bilinéarité,

XQY = ) ef(@)plesej)ef(y) = ¢ (Z 6?(%)%26?(1/)6;‘) = ¢(z,y)

1<i,j<n i=1 j=1

d’ou |p(z,y) = XQY.

I.B.1. Soit ¢ dans Q(E) et ¢ une forme bilinéaire symétrique telle que ¢ = g,. Par définition, pour =
et y dans E, on a q(x +y) — q(z — y) = 4p(x,y) de sorte que ¢ est entierement déterminée par

q: ‘il existe une unique forme bilinéaire symétrique telle que g = g,,. ‘

I.B.2. On note ¢ et ¢’ les formes polaires de ¢ et ¢.

Soit f une isométrie de (E,q) dans (E’,¢') et e une base de E. Puisque f est bijective, 'image
de e par f, notée €', est une base de E’. On note e = (&;)1<i<n €t € = (€})1<i<n, de sorte que,
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pour i dans [1;n], on a f(e;) = €;. On a donc, pour i et j dans [1;n],

(q(e; +¢ej) — q(ei — e;)) (par polarisation)
(d'(f(ei+ej) —d'(flei —ej5)))

= 1 (q/(e; +ei) —q'(e] - e;-)) (par linéarité de f)

= (e}, €}) (par polarisation)

(P(eiv ej) =

e Ml M

et donc les matrices de ¢ dans la base e et de ¢’ dans la base €’ coincident.

Réciproquement soit e et e’ deux bases de F et E’ respectivement telles que les matrices de
q dans la base e et de ¢ dans la base ¢’ coincident. On note Q cette matrice. Soit f I'unique
application linéaire de E dans E’ qui envoie la base e sur ¢/. Comme ¢’ est une base, f est un
isomorphisme. Soit z dans F et X la matrice colonne de ses coefficients dans la base e. Par
définition de f, X est aussi la matrice colonne des coefficients de f(z) dans la base e’. D’apres
la question [A4b, on a q(x) = *XQX = ¢/(f(x)) et donc

(E,q) et (E',q") sont isométriques si et seulement s’il existe deux bases e et €/ de E et E’
respectivement telles que les matrices de ¢ dans la base e et de ¢’ dans la base €’ coincident.

1.B.3.a.

L.B.3.b.

I.B.3.c.

Soit ¢ la forme donnée par o(x,y) = Y5, (cf(x)ct,(y) + ¢f (y)ciy,(x)). Elle est linéaire

par rapport a chacune des variables puisque combinaison linéaire de la base duale de c. Elle
est symétrique par construction et g est la forme quadratique associée a ¢ également par
construction.

Par définition le coefficient d’indice (i,j) de Mat(q,c) est donné par ¢(c;,cj), i.e. par
dji+p + Oij+p Oou encore d;_; ,- On a donc, en notant I, la matrice identité de 9t,(K),

IP
I, 0

q est une forme quadratique et Mat(q, c) =

D’apres IA3 et [A4a, g est non-dégénérée si et seulement si sa matrice dans une base (et
donc dans n’importe quelle base) est inversible. Or d’apreés IB2 la matrice de ¢ dans une

Iy

certaine base est , ce qui est une matrice de permutation et, plus précisément,

1
P
d’un produit de p transpositions. Son déterminant est donc non nul (égal & (—1)P). Donc

‘q est non-dégénérée. ‘

D’aprés I'identité, valables pour u et v complexes, u? + v? = (u + iv)(u — iv), on a pour k
dans [1;p],
(€ + (e )2 = 2t & s
V2 V2

Soit f la famille (fx)1<kr<2p avec, pour k dans [1;p],

Ck — 1Chtp Ck + 1Ck1p
= ———— et = —————— N
T 7 Jrap NG
1 1
=l =1
alors f est une base car la matrice de f dans la base c est \/? ‘? dont le
——=1p Ip



DEUXIEME COMPOSITION DE MATHEMATIQUES — CENTRALE-SUPELEC 2010 — MP Corrigé

1.B.3.d.

I.B.3.e.

déterminant se calcule en ajoutant les p derniéres colonnes aux p premiéres afin de se
ramener a une matrice triangulaire, ce qui donne P.

De plus, on a, toujours pour k dans [1;p],
Cl: + iCZer ot f* _ CZ - Z'clter
V2 ktp V2o

comme on le vérifie en évaluant ces formes linéaires sur la base f. On a donc, pour x dans

E

fi =

Y

P
9(r) =2 filz) fiy(@)
k=1
. 0 I, . ) .
et donc la matrice de ¢ dans la base f est , 1.e. | (C*P, q) est un espace de Artin.
I, 0

On effectue le méme raisonnement que précédemment. On a pour k dans [1; p],

(€2 — (chay)? =25 B~ Gy
+p ~

V2 V2

Soit f la famille (fi)1<k<2p avec, pour k dans [1;p],

Ck — Ck+p Ck + Ck4p
fo= BTG o % Chtp

\/i fk+p: \/i 5
L,

—1I,
alors f est une base car la matrice de f dans la base c est \/% V2 dont le
——1

/2P

déterminant se calcule en ajoutant les p dernieres colonnes aux p premieres afin de se
ramener a une matrice triangulaire, ce qui donne 1.

De plus, on a, toujours pour k dans [1;p],

* * * *
f* _ Ck‘ - Ck—i—p et f* — Ck‘ + Ck+p
k \/§ k+p \/§ ’

comme on le vérifie en évaluant ces formes linéaires sur la base f. On a donc, pour x dans
E,

P
q(x) =2 filx) fiip(@)
k=1
et donc la matrice de ¢ dans la base f est 0 I ,i.e. | (R?,q) est un espace de Artin.
I, 0

Soit f une isométrie de (F,q) sur (K?P,q,) et e la préimage de la base ¢ par f. Soit alors
G Despace vectoriel engendré par (e;)1<i<p. C’est un espace de dimension p puisque e est
une famille libre.

La restriction de g a G est une forme quadratique associée a la restriction a G x G de ¢, ou
¢ est la forme polaire de . De plus, par définition la matrice de )¢ dans la base (€i)1<i<p

3
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est la matrice extraite de celle de ¢ dans la base e, obtenue en ne considérant que les p
premieres lignes et les p premieres colonnes. Par définition d’une isométrie, la matrice de

Ip
I, 0

que ‘la restriction de ¢ & G est identiquement nulle. ‘

q dans la base e est , et donc celle de g est la matrice nulle. Il résulte de TA4b

PARTIE II

II.A.1.a. Soit ¢ dans E*. Ona ¢ = >_1"; ¥(e;)e; puisque ces deux formes linéaires coincident sur les
vecteurs de e. Il vient, pour = dans E tel que ¢ = h(zx),

n n

v =hx) =) h(z)(e)ef =) oz, ei)e]

i=1 =1

et donc, par unicité des coordonnées de ¢ dans la base e*, 1) appartient & Vect (e} )p Li<i<n
si et seulement si, pour tout ¢ dans [1;p], ¢(x,e;) = 0, i.e. z appartient & lorthogonal de

Vect (ei)lgz‘gp' Comme h est un isomorphisme, il en résulte | F+- = h~! (Vect (ez)pﬂgign)'

II.LA.1.b. Comme h est un isomorphisme, le résultat précédent entraine dim(FL) = n — p et donc,
puisque dim(F) = p, on a |dim(F) + dim(F*) = n.
Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Si F est nul, F'+ = E et donc dim(F) +dim(F*) = n.
Sinon, soit f une base de E obtenue en complétant une base de F'. On applique ce qui

précéde en prenant pour base e la base f. Il vient dim(F) + dim(F+) = n et donc pour
tout sous-espace vectoriel F' de E, on a dim(F) + dim(F1) = n.

ILA.l.c. Par définition de F'*, on a F C (F*)*. D’aprés la remarque précédente appliquée au
sous-espace vectoriel F- on a dim(F*) + dim((F+)*) = n. 1l en résulte, par égalité des
dimensions | F = (F+)*.
Tout comme pour la question précédente, ce résultat est valable pour tout sous-espace
vectoriel F.

I1.A.2.a. Comme F C F+G,ona (F+G)* C Ft et de méme (F+ G)* c G+, d’'ott (F+G)* C
FL NG+ Réciproquement soit  dans F- NG+ et y dans F + G. On peut écrire y = f + g
avec f et g dans F' et G respectivement et il vient ¢(x,y) = ¢(z, f) + ¢(z,g) = 0, d’ou

F+NG* C (F+ G)*. Par double inclusion, il vient | (F + G)* = F-nG*.

II.A.2.b. On applique ce qui précede aux deux sous-espaces vectoriels F'- et GL. Il vient F NG =
(FJ‘ + GL)L, grace a la propriété IIAlc. On prend l'orthogonal de ces deux sous-espaces.

Toujours d’apres IIAlc, il vient | (F N G)*t = F+ + G+,

I1.A.3. La forme bilinéaire symétrique ¢ est non-dégénérée si et seulement si F-%# = {0}. Or, puisque
©r est la restriction de ¢ & F, Ft¥F = FL¢ N F = F- N F. D’ot la premiére assertion.
On a F'NF* = {0} si et seulement si F et F- sont en somme directe. Comme leurs dimensions
sont complémentaires c’est le cas si et seulement si £ = F @ F+.
Enfin, en appliquant le résultat précédent & F=, il vient que F est non singulier si et seulement
si F- N (FY)+ = {0}, i.e. grace a ITAlc, F N F+ = {0}. Dot

F est non singulier si et seulement si F'+ I’est ou encore F'NF+ = {0} ou encore E = F @ F*.
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I1.A 4.

II.B.1.

11.B.2.

II.B.3.

1I.B.4.

Par hypothése F' C G* et donc, puisque G est non singulier, FNG C G NG+ = {0}. D'ou
F NG ={0} et donc la somme F + G est directe.

De plus (F 4+ G)* = F- NG+, donc (F+G) N (F +G)* = (F +G)Nn FX N G*. Soit = dans
F + G. On écrit x = f 4+ g avec f et g dans F' et GG respectivement. Si x est orthogonal a F', on
a, pour tout y dans F', 0 = p(z,y) = ¢(f,y) + ¢(g,y). Comme F et G sont orthogonaux, on a
©(g,y) = 0 et il vient donc o(f,y) =0, d’on f € FNF* et donc f = 0. En échangeant les roles
de F et G, et ceux de f et g, on en déduit que si x est orthogonal a GG , alors g = 0. Et donc
(F+G)NF+NG* = {0}, i.e. F+ G est non singulier. D’out ‘ F & G est non singulier.‘

Soit u et u' dans R2. On les écrit v = (z,y) et v’ = (2/,y') et alors p(u,u’) = zz' — yy' et
¢ (u,u') = 2y’ + 2'y. 1 en résulte que

e1,es) est une base g-orthogonale et (e; + es, e1 — e2) est une base ¢'-orthogonale.
t b th le et t b ’_orth 1

Soit (u,v) une base g-orthogonale et ¢’-orthogonale. On écrit u = (z,y) et v/ = (2/,y’) et on a
donc z2’ — yy' = xy’ + 2’y = 0. Le déterminant de ce systéme linéaire en (z/,3) est 22 + y.
Comme u est non nul, ce déterminant est non nul et donc la seule solution du systéme linéaire
homogene za’ — yy' = xy’ + 2’y = 0 est la solution triviale, i.e. v = (0,0). Cette contradiction

assure que ‘il n’existe pas de base a la fois g-orthogonale et ¢’-orthogonale. ‘

Soit i dans [1;n]. Comme e est ¢’-orthogonale, pour tout j dans [1;n] distinct de 4, on a
h'(e;)(ej) = 0 et donc h/(e;) est proportionnel & ef. Pour la méme raison h(e;) est aussi propor-
tionnel a e;. Comme, de plus, h est bijective, la restriction de h a Ke; réalise une bijection de Ke;

sur Ke}. D’ott h™1(h'(e;)) € Ke;. Comme e; n’est pas nul, | e; est vecteur propre de h™1 o A/

On pose f = h~t o I/. Puisque f admet n valeurs propres distinctes, il est diagonalisable. Soit
donc e une base de diagonalisation de f, avec e = (€;)1<i<n, €t (Ai)1<i<n des scalaires tous
distincts tels que f(e;) = Aje;. On a done, pour i et j distincts dans [1;n], par symétrie de ¢

Aip(eisej) = o(flei) e5) = h(f(ei))(ej) = W (ei)(ej) = ¢'(ei,e5) = ¢'(ej, ei) = Njp(ej, ei)

et donc, par symétrie de ¢, (A; — Aj)p(ej, ej) = 0. Comme \; # \j, on a ¢(e;,ej) = 0 et donc
e est une base g-orthogonale. L’expression précédente entraine aussi ¢’(e;,e;) = 0 pour i # j et

donc ’ e est une base a la fois g-orthogonale et ¢’-orthogonale. ‘

I1.C.1.a. Puisque g est non-dégénérée, h(x) n’est pas nulle et est donc surjective. Donc

II.C.1.b. On a ¢(y) = q(2) — q(2)¢(z,x) + 4(2)

‘il existe z dans E tel que ¢(z,y) = 1. ‘

2

1 q(x) = q(z) — q(z), i.e. m

1
I1.C.1.c. Soit IT 'espace engendré par (x,y). Puisque ¢(z,y) = p(z, z) — §q(z)q(1:) =1let p(z,x) =

q(z) = 0, y n’est pas proportionnel & x et donc, puisque z est non nul, la famille (z,y) est
libre et IT est un plan. D’apres les calculs précédents la matrice de gy dans la base (z,y)

1
est (O ) , i.e. ’H est un plan artinien contenant zx. ‘
10

I1.C.2.a. Soit  dans G N G*. On a donc « € F. Soit y dans F. On écrit y = a + b avec a dans

FNF* et bdans G. Comme z est dans F et a € F*, p(z,a) = 0. Comme z € G+ et b € G,
o(z,b) =0, d’ott (x,y) =0 et donc = € F-. Il en résulte x € F N F* et, comme = € G, il
vient z = 0. D’ott G N G+ = {0}, i.e. ’G est non singulier. ‘

5
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I1.C.2.b. Ona G C F donc F- ¢ G+ et FNF+ C G*. On peut donc appliquer le résultat de IIC1 &

I1.C.3.

I1.C 4.

I1.C.5.

'espace G, la forme quadratique dq1 qui est non-dégénérée puisque G est non singulier,
et le vecteur ej. Soit donc P; un plan artinien contenant e; et inclus dans G+. La propriété
cherchée est donc vraie si s = 1.

Sis > 1, on considere £y = Key, Fi = Vect (€;)4,, de sorte qu'on a F' = E L etGet
FNF't = E @t F. Or (Fi4+G)* n'est pas inclus dans FE{-, car sinon on aurait By C F1+G.

q(2)

Donc on peut trouver z dans (Fy + G)* tel que ¢(e1,2) = 1. Soit alors y = z — —5 e

et P| = Vect (e1,z). D’apres les calculs effectués en IIC1, P; est un plan artinien. Par
construction, il orthogonal & F; + G.

On considére maintenant F' avec F/' = F + P, = Fy @ P, - G. On a alors (F')* =
Fi- N P- N G*. Soit  dans F' N (F')*. On lécrit z = e + f + g avec e dans P, f dans
Fy et g dans G. Soit ¢’ dans G, comme e et f sont dans G+, on a 0 = (z,¢'") = ©(g,9'),
de sorte que ¢ appartient & G N G+ et donc g = 0. De méme, puisque P; est un plan
artinien et est donc non singulier, on a, pour tout €’ dans P;, 0 = p(z,€') = ¢(e, €’) et donc
e = 0. Réciproquement Fj est bien orthogonal & lui-méme ainsi qu’a P; (par construction)
et G (par hypothese). Donc I/ N (F')+ = F}. On choisit P; + G' comme supplémentaire de
F'0 (F")t dans F’ et on obtient, par hypotheése de récurrence, s — 1 plans P, - - -, P, tous
artiniens, deux a deux orthogonaux et orthogonaux a P; + G, donc a P} et a G.

Par conséquent

il existe P, ---, Ps des plans artiniens orthogonaux deux a deux ainsi qu’a G contenant
respectivement ey, - - -, es.
Les plans Py, ---, Ps étant artiniens, ils sont non singuliers. La somme G + P} + --- + P; est

donc une somme de sous-espaces non singuliers orthogonaux deux a deux. Par une récurrence
immédiate a partir du résultat I1A4, c’est donc une somme directe et la somme est non singuliere,
ie.|G® P & --- & P, est non singulier.

Siqp =0, alors F' C Fletona FNFL =F et G =0 avec les notations de la question IIC2.

Or F est un sous-espace de E de dimension 2s + dim(G), i.e. 2s, donc 2s < n, soit

Le sens direct a déja été démontré en IB3e. Réciproquement soit F' de dimension p tel que
qr = 0. Alors F' C Fletona FNFL- = F et G = 0 avec les notations de la question
IIC2. Et donc F est somme directe orthogonale de p plans artiniens. Il est en particulier de
dimension 2p et c’est donc E. On note P; = Vect (e;, f;), pour 1 < i < p, avec q(e;) = q(fi) =
0 et o(e;, fi) = 1. Alors (e1,--- ,ep, fi, -+, fp) est une base de E et la matrice de ¢ dans

I
I, 0

cette base est . Il en résulte, d’apres IB2, que (FE,q) est un espace de Artin. D’ou

(E, q) est un espace de Artin si et seulement s’il existe F' de dimension p tel que qr =0.

PARTIE III

ITITI.A.1.a. C’est une conséquence directe de l’identité de polarisation. Pour le sens réciproque, la

spécialisation en y = x de la propriété de ¢ donne Vz € E, q(f(x)) = q(z). De plus si y
appartient a Ker(f), alors pour tout  dans E, on a ¢(x,y) = ¢(f(x), f(y)) = 0 et donc
y = 0, puisque ¢ est non-dégénérée. Par conséquent f est un automorphisme et f € O(FE, q).
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ITI.A.1.b.

III.A.1.c.

ITI.A.1.d.

IT1.A.2.a.

IT1.A.2.b.

III.A.2.c.

III.A.2.d.

Quant au sens direct on a, pour x et y dans F

ply) = | lale + )~ aw — ) = ; @@ +9) ~ alf(z ~ 1)

(q(f(z) + f(y) — a(f(x) — f(y))), dou

PN

et donc, par linéarité de f : p(x,y) =

[e(@,y) = o(f(x), fW))-]

Soit F' un sous-espace vectoriel de E, x dans F' et y dans E. On a ¢(f(z), f(v)) = ¢(x,y).
Doty € F+ & f(y) € (f(F))*. Or f est un automorphisme, donc y € F*+ < f(y) €

F(FH). Ten vésulte | f(FL) = (f(F))*.
Soit z et y deux vecteurs de E et X et Y les vecteurs colonnes associés dans la base e.

Les vecteurs colonnes associés a f(z) et f(y) sont donc Mat(f,e)X et Mat(f,e)Y et donc
on a ¢(f(z), f(y)) = *(Mat(f,e)X)Mat(p,e) Mat(f,e)Y et donc la matrice de la forme

bilinéaire (symétrique) (z,y) — @(f(x), f(y)) est | *'Mat(f, e) Mat(p, e) Mat(f, e).

Deux formes bilinéaires symétriques sont égales si et seulement si leurs matrices dans une
certaine base sont égales. Celle de ¢ est Q et celle de (z,y) — o(f(z), f(y)) est *MQM.

D’apres I1IAla on a donc | f € O(E,q) < Q. ="MQM.

D’apres ce qui précede, si f € O(F,q), alors Q = "MQM et donc, en prenant le détermi-
nant, det(Q) = det(M)? det(Q2) puisque le déterminant est multiplicatif et est invariant par
passage a la transposée. Comme ¢ est non-dégénérée, Q) est inversible, donc det(€2) # 0 et

on en déduit det(M)? = 1. D'ott | det(M) € {~1,1}. ]

Soit x dans F' et y dans G, on a s(x) = z et s(y) = —y et donc ¢(s(x),s(y)) = —¢(z,y).
Par conséquent si s € O(F, q), alors ¢(x,y) = 0 et donc F et G sont orthogonaux. Récipro-
quement, soit x et y dans E. On écrit x = a+bet y = c+d avec a et c dans F et b et d dans
G. 1l vient s(z) = a —b et s(y) = ¢ —d et donc p(s(x),s(y)) = ¢(a,b) + ¢(c,d), puisque
o(a,d) = ¢(b,c) = 0. Pour la méme raison p(z,y) = ¢(a,b) + p(c,d) et donc f € O(E,q) :
‘ f € O(E,q) si et seulement si F' et G sont orthogonaux. ‘

Par dimension, on a F @& G = E avec F 1. G si et seulement si £ = F @ F- et G = F,
i.e. F est non-singulier et G = F-. D’ou

les symétries de O(F,q) sont les symétries par rapport a un espace non singulier et
parallelement a son orthogonal.

Soit s une réflexion par rapport & un hyperplan H non singulier. On a dim(Ker(s —Idg)) =
dim(H) = n — 1 et dim(Ker(s + Idg)) = dim(H*) = codim(H) = 1 et donc s est diago-
nalisable avec comme valeurs propres 1, de multiplicité n — 1, et —1, de multiplicité 1. Son
déterminant étant le produit de ses valeurs propres, comptées avec multiplicité, c’est —1,

i.e. [toute réflexion est dans O~ (E, q).

Puisque ¢(x—y) # 0, x—y n’est pas orthogonal & lui-méme et donc K(z—y)NH = {0}. Il en
résulte, par ITA3, que K(z —y) est non singulier et donc aussi, toujours par ITA3, que H est

1

également non singulier. Soit a = (x+y)/2 et b= (x —y)/2. On a p(a,b) = —(¢(z) — q(y))
4

et donc a appartient & H et b a H-. Comme z = a + b, on a s(x) =a—b,ie. m
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III.B.1.

II1.B.2.

Puisque F N F+ = F, d’aprés IIC3, E est somme orthogonale de plans artiniens Vect (€4, fi)

avec (e1,---,ep) une base de F et dans la base (e1,--- ,ep, f1,--+, fp), ¢ admet pour matrice
A B

0 I . Puisque F' est f-stable, la matrice de f dans cette base est de la forme ou
I, 0 0 C

A, B et C sont dans M, (K). On a donc det(f) = det(A)det(C). De plus, si f € O(E,q), on
a, d’apres IITAlc et étudiant les blocs antidiagonaux, *AC = I,,. Il en résulte 1 = det(*AC) =

det(A) det(C), d'oit | f € O*(E, q). |

Si F est non-singulier, alors F' = F et donc f = Idg et det(f) = 1. Sinon on écrit £ comme
somme directe orthogonale de G et de plans artiniens, ott G est un supplémentaire de F N F+
dans F.

Comme f est I'identité sur F', elle I'est sur G et donc G est f-stable et det(f|g) = 1.

D’apres I1IAla, G- est aussi f-stable. Comme f est un automorphisme sur E, sa restriction & G-
I’est aussi. Pour la méme raison, il est orthogonal, i.e. f|GL est dans O(GL, Q|GL). Enfin, comme

G est non-singulier, il en va de méme pour G+ d’aprés ITA3 et donc gL est non-dégénérée.

Par ailleurs G est somme directe orthogonale de plans artiniens et est donc artinien. Or F'N
1

GL =Fn FL, q‘FﬂFL = O7 f|FﬂFJ- = IdFﬂFJ- et dlm(F N FL) = idlm(GL) par définition

du complété non-singulier. Comme F N F- est f-stable, la question précédente appliquée & la

restriction de f & G donne det(f;1) = 1. Une décomposition par blocs de f adaptée & la somme

directe f-stable G @ G+ donne alors det(f) = det(fic) det(figr) =1, ie. | f € OF(E, q).

II1.B.3.a. Puisque ¢ est non-dégénérée, elle n’est pas nulle. On dispose donc de x tel que g(z) # 0.

On a alors

2<p(f(x),x) - Q(x) B Q(f(x)) — —lq(f(w) _ x) =0

o(f(z) —z,2) = o(f(z),2) —q(x) = 9 2

et donc z € Vect (f(x) — z)*. En particulier, puisque ¢(z) # 0, z & Vect (f(z) — x). Comme
f(z) —x # 0, dim(Vect (f(z) —z)) = 1 et donc dim(Vect (z, f(z) —x)) = 2. Comme
z € Vect (f(z) —z)t, f(z) — x € Vect () et donc, puisque ¢(f(z) — z) = 0, f(z) —
x € Vect (z, f(z) —2)" et dim(Vect (z, f(z) —z)) > 1. 1l résulte de ITA1b, dim(E) =
dim(Vect (z, f(z) — 2)) + dim(Vect (z, f(z) — x)T), puisque ¢ est non-dégénérée, et donc

III.B.3.b. On a Vz € E, q(z) # 0= f(x) # z et donc, par contraposée,

1
[L.B.3.c. D’apres 1IC4, si gy = 0, alors dim(H) < idim(E). Or dim(H) = codim(Vect (z)) =

dim(E) — 1, d’ott dim(E) < 2. C’est absurde, d’apres I1IB3a, donc | gz # 0.
Soit y dans H tel que ¢(y) # 0. On a alors ¢(z £ y) = q(y) + q¢(x) £ 2¢(z,y) = q(y), ie.
la(@+y) = glz —y) = aly) #0.|

II1.B.3.d. Soit = dans E. Si g(x) # 0, alors ¢(f(z) — x) = 0. Sinon on dispose de y dans E vérifiant

q(x+vy) =q(x —y) = q(y) # 0 et donc, en posant g = f — Idg, on a aussi q(g(x + y)) =
q(g(x —y)) = q(g(y)) = 0. Par linéarité de f et donc de g, on a

q(g(z) + g(y)) + q(g(x) — g(y))

0=
2

=q(g9()) +a(g9(y)) = q(g(x))
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et donc ¢(f(z) —z) = 0. D’ou

1
III.B.3.e. D’apres I1IC4 U et V sont de dimensions inférieures a 3 dim(F) et, d’aprés le théoreme

1
HLB.3.f. Puisque gy = 0 et dim(U) = 3 dim(FE), d’apres IIC5,

IV.A.1

IV.A2.

IV.A.3.

IV.A 4.

IV.B.1.

1
du rang, dim(U) + dim(V) = dim(E). Il en résulte dim(U) = dim(V) = §dim(E) et
dim(U~) = codim(U) = dim(U). Puisque ¢ =0, U C U+ et donc par dimension U = U+,

Soit maintenant = dans V' et y dans E, on a f(z) = x et

oz, fy) —y) =z, f(y) — e(z,y) = o(f(2), f(y) — p(z,y) =0

et donc V C U™, Par dimension, il vient ‘ U=V = UJ-.‘

E est un espace de Artin. ‘ Comme

fiy =1dy et gy = 0, d’apres IIB1, | f € O (E, q).

PARTIE IV

D’apres IITA1d, O(F,q) C {*Idg} et par bilinéarité de ¢, I'inclusion réciproque est vraie
également. Or — Idg est une symétrie par rapport a I’hyperplan {0} et donc, d’apres la convention

sur Idg, ‘le théoreme de Cartan-Dieudonné est vrai en dimension 1. ‘

On dispose de z tel que f(z) = z et ¢(x) # 0. Autrement dit Vect (x) est une droite f-stable
et est non-singulier. Soit H le g-orthogonal de Vect (), il est donc également f-stable (IITAla)
et non-singulier (ITA3) et donc f| est un automorphisme orthogonal de H pour g z. Puisque
dim(H) = codim(Vect (r)) = dim(E) — 1, par hypotheése de récurrence, fiy s'écrit comme
produit d’au plus dim(H) réflexions de H : f = s1 0 ---s;. Soit alors 5; I'application définie
sur E par 5j(h) = s;j(h) si h € H et 5j(x) = x. Alors §; est une réflexion par rapport a
Ker(s; —Idg) @ Vect (x) et cet hyperplan de E est non-singulier d’apres IITA2b et ITA4, ce qui
démontre que ’ le théoreme de Cartan-Dieudonné est vrai dans ce cas. ‘

Remarquons que, plus précisément, dans ce cas, f est produit d’au plus dim(FE) — 1 réflexions.

On dispose de z et y dans F tels que y = f(z), g(z) # 0 et ¢(z—y) # 0. Comme q est orthogonal,
q(y) = q(z) et donc, d’apres IITA2d, on dispose d’une réflexion s telle que s(z) = y. Et donc
so f est un automorphisme orthogonal (en tant que composé de deux automorphismes) tel que
so f(x) = s(y) = s71(y) = x. Comme ¢(x) # 0, la question précédente montre que s o f est
produit au plus dim(E) — 1 réflexions et donc f, qui est égal a so (so f), est produit d’au plus

dim(F) réflexions, i.e. \le théoreme de Cartan-Dieudonné est vrai dans ce cas. \

Dans les autres cas, on est dans les hypotheses de la question IIIB3 et donc E est artinien et
f € OT(E,q). Puisque ¢ est non-dégénérée, elle est non nulle et on dispose de = dans E tel que
q(z) # 0. Alors Vect (x) est non-singulier et donc la symétrie s par rapport & Vect (z)* est une
réflexion. Donc sof € O~ (E, q). En particulier so f ne peut pas vérifier les hypothéses de I1IB3 et
donc le théoreme de Cartan-Dieudonné est vrai pour so f. Elle est donc produit d’au plus dim(E)
réflexions. D’apres IIIA2c le nombre de réflexions intervenant est impair et donc, puisque F est de
dimension paire, so f est produit d’au plus dim(FE)—1 réflexions. Et donc f, qui est égal & so(sof),

est produit d’au plus dim(F) réflexions, i.e. ‘le théoreme de Cartan-Dieudonné est vrai. ‘

Soit F' et F’ deux sous-espaces vectoriels de E et f une isométrie de F sur F”.
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Puisque f est bijective, f(F+¢F) = F'Ler En effet, pour  dans E, on a

el o Jf@ e ) o Jf@) e F

Vy € F o(x,y) =0 V() € f(F) o(f(x), f(y) =0 Vze F o(f(z),2) =0

et donc f(F N EFL) = F' N F'*. En particulier F et F' sont simultanément non-singuliers.

On suppose F singulier (et donc F” aussi). Soit alors F' un complété non-singulier de F' avec
FNFL=Vect(ey, - ,es5) et F =G@&+ P @t - @t P, avec P; artinien et P; = Vect (e;, f;),
q(f;) = 0 et @(e;, fi) = 1. Par bijectivité (f(e1),--- , f(es)) est une base de F' N F'+.

Toujours puisque f est bijective

F=fF)=f(FnFtet@)=fFnFYHYaet f(G)=FnF*ae Q)

et, d’apres IIC2b, on peut construire un complété non-singulier F7 de F’ tel que F' = f(G) &+
P| @t --- @t P! avec P! artinien et P! = Vect (f(e;),gi). Le nombre de plans artiniens est s

S 7
puisque c¢’est la dimension commune de F'N F+ et F' N EF'+

L’application f de F dans F’ qui est définie par f(x) = f(z) si  est dans F et f(f;) = g; est
bijective puisqu’on a les sommes directes

F:F@Vect(fh'“vfs) et W:F’@VGCt(gl,"‘,gs)

et c’est une isométrie puisque c¢’en est une sur chacun des sous-espaces orthogonaux entre eux G,
Py, -+, Py d'une part et f(G), Pj, ---, P. d’une part. Pour G c’est la restriction de l'isométrie
f a G. Pour P;, on a une isométrie de P; sur K? et une autre de K? dans P/ dont la composée
est la restriction de f & P;, ce qui prouve que ce sont des isométries.

Par conséquent si on sait prolonger f en une isométrie de E, on obtiendra un prolongement de
f. ‘Il suffit de traiter le cas ol F' est non-singulier. ‘

IV.B.2. Comme z # 0, F' = Vect ().

IV.B.2.a. Onaq(z+y)+q(zx—y) =2(q(z)+q(f(x))) = 4¢(x). Or Vect (x) = F et F est non-singulier,
donc ¢(z) # 0. Leur somme étant non nulle,

‘l’un au moins parmi q(x + y) et g(x — y) est non nul. ‘

IV.B.2.b. On a q(y) = q(—y) = q(f(x)) = q(x). D’apres ce qui précede et IIIA2d, on peut trouver
une réflexion telle que s(z) = +y et donc £Idgos(z) = f(z). Comme (z) est une base de
F il vient +Idgosjp = f. Enfin +1dg est une isométrie, tout comme sa composée avec une

autre isométrie, i.e. lle théoreme de Witt est vrai pour F' non-singulier de dimension 1.

IV.B.3.a. Puisque F' est non-singulier, ¢z est non-dégénérée et donc non nulle. Soit alors z dans
F tel que gq(z) # 0. Alors, si Fy = Vect (z), F» est non-singulier et, si F} = FQL“DF,
alors F1 N F, = {0} et donc, par dimension, F' = F; @ Fy. De plus puisque gp est
non-dégénérée et Fb est non-singulier, d’apres I1A3, F} est également non-singulier, i.e.
F = Fy @+ F, avec F} et Fy non-singuliers et dim(F}) = dim(F) — 1.
IV.B.3.b. Soit x dans Fy. Pour y dans F1, on a ¢(f(z), f(y)) = ¢(z,y) = 0 et donc f(x) appartient

a Fi+, dou | f(Fy) € Fi*.| De plus, puisque ¢ est non-dégénérée, g(Fy) C g(Fi-) = g(Fy)*

et donc puisque g(Fy) = f(F1) = Fi, | g(Fy) C F,*.
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IV.B.3.c. Puisque F} et F5 sont non-singuliers, il en est de méme pour F et F puisque ce sont leurs
images par un automorphisme orthogonal, et donc Fl/L est non-singulier. De plus f(F») et
g(F») en sont des sous-espaces non-singuliers de dimension 1.
Or g est dans O(E, q) donc g~ ! existe et appartient aussi & O(E,q); aussi 9|_9(1F2) est une
isométrie de g(Fy) sur Fy. Comme f est une isométrie de F sur F”, J|F, est une isométrie
de Fy sur f(Fy) et donc, par composition, f o g~! est une isométrie de g(Fy) sur f(F»).
On peut alors appliquer le théoreme de Witt sur FllL avec f o g‘*1 g(F3) et donc, d’apres la

1

question précédente, | il existe h dans (’)(F{J-,qu,u) tel que hjgp,) = f o 9|_g(F2)'
1

IV.B.3.d. On définit k sur la somme directe orthogonale Fy @+ Fi- par ses restrictions. Alors, pour
que k soit orthogonal, il faut et il suffit que ses restrictions le soient. On pose ki, = fip,
et k|F1L =h © gipt- En particulier, sur F, on a kg, = hjgr,) © 9|, = fip, €t donc kjp = f.

Comme f, g et h sont orthogonaux, k I'est aussi : | il existe k dans O(F, q) tel que kjp = f.

IV.B.4. D’apres IVB2, le théoreme de Witt est vrai pour F' non-singulier de dimension 1. D’apres IVB3,
s’il est vrai pour F' non-singulier de dimension n avec n > 1, il I’est aussi pour F' de dimension
n + 1. Par récurrence il est donc vrai pour F' non-singulier de dimension quelconque. D’apres
IVB1 il est donc vrai en toute généralité, i.e. | Le théoreme de Witt est vrai.
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