Notations et définitions

Dans tout le probleme, K désigne R ou C, N désigne ’ensemble des entiers naturels et n est un entier
naturel. On note K, [X] le sous-espace vectoriel de K[X] des polynémes de degré inférieur ou égal a n a
coefficients dans K et, pour n > 1, ., (K) la K-algébre des matrices carrées de taille n & coefficients dans
K. La matrice unité est notée I,, et on désigne par GL,,(K) le groupe des matrices inversibles de ., (K).
Pour toute matrice A de ., (K), on note ‘A la transposée de la matrice A, rg(A) son rang, Tr(A) sa trace,
x4 = det(XI, — A) son polynéme caractéristique, m4 son polynéme minimal et Sp(A) l’ensemble de ses
valeurs propres dans K.

Dans tout le probleme, E désigne un espace vectoriel sur le corps K de dimension finie n supérieure ou égale
a 2, et Z(F) est algebre des endomorphismes de E. On note f un endomorphisme de E.

On note f* = Idg et Vk € N, fE*1 = fFo f. Si Q € K[X] avec Q(X) = ap + a1 X + --- + an X™, Q(f)
désigne 'endomorphisme apldg + a1 f + -+ + a;, f™. On note K[f] la sous-algébre commutative de £ (F)
constituée des endomorphismes Q(f) quand @ décrit K[X]. De méme, on utilise les notations suivantes,
similaires & celles des matrices, pour un endomorphisme f de E : rg(f), Tr(f), x¢, 75 et Sp(f).

Enfin, on dit que f est cyclique si et seulement s’il existe un vecteur ¢ dans E tel que (xo, f(20), .., f* 1 (x0))
soit une base de E.

PARTIE I - Matrices compagnons et endomorphismes cycliques

I.A Soit M € #,(K).
I.1) Montrer que M et ‘M ont méme spectre.
1.2) Montrer que ‘M est diagonalisable si et seulement si M est diagonalisable.

I.B - Matrices compagnons

1.3) Soit (ag,a1,...,an—1) € K" et Q(X) = X"+ a, 1 X" '+ -+ ap. On considére la matrice

0 cor e e 0 —ag
10 - - 0 —a;

Déterminer en fonction de ) le polynéme caractéristique de Cg.
I.4) Soit A une valeur propre de tCQ. Déterminer la dimension et une base du sous-espace propre associé.
I.C - Endomorphismes cycliques

I.5) Montrer que f est cyclique si et seulement s'il existe une base B de E dans laquelle la matrice de f est
de la forme Cg, ou ) est un polynéme unitaire de degré n.

1.6) Soit f un endomorphisme cyclique. Montrer que f est diagonalisable si et seulement si x est scindé
sur K et a toutes ses racines simples.

1.7) Montrer que si f est cyclique, alors (Id, f, f2,..., f"~1) est libre dans .Z(E) et le polynéme minimal
de f est de degré n.

I.D - Application & une démonstration du théoreme de Cayley-Hamilton
[.8) Soit & un vecteur non nul de E. Montrer qu'il existe un entier p strictement positif tel que la famille
(z, f(x), f2(x),..., fP~1(z)) soit libre et qu'il existe (o, a1,...,ap—1) € KP tel que :
aor + a1 f(x) + -+ a1 fPH ) + fP(z) = 0.

1.9) Justifier que Vect (z, f(), f2(z),..., [P~ (x)) est stable par f.
1.10) Montrer que XP + ay,—1 XP~1 + - -+ + ap divise le polynome Xf-



1.11) Démontrer que x¢(f) est 'endomorphisme nul.
PARTIE II - Etude des endomorphismes cycliques

II.A - Endomorphismes cycliques nilpotents

Dans cette sous-partie II.A, on suppose que f est un endomorphisme nilpotent de E. On note r le plus petit
entier naturel tel que f” = 0.

I1.12) Montrer que f est cyclique si et seulement si » = n. Préciser alors la matrice compagnon.

11.B
Dans cette sous-partie II.B, on suppose K = C.

On suppose que (Id, f, f2,..., f* 1) est libre et on se propose de montrer que f est cyclique. On factorise
P
le polynéme caractéristique de f sous la forme x(X) = H(X — Ar)™* ot les A\, sont les p valeurs propres
k=1

deux a deux distinctes de f et les my de N* leurs ordres de multiplicité respectifs.
Pour k € [[1;p], on pose Fy, = Ker((f — A\gIdg)™*).

I1.13) Montrer que les sous-espaces vectoriels Fy sont stables et E=F; @ --- @ F),.

Pour k € [1;p], on note ¢, 'endomorphisme induit par f — A;Id sur le sous-espace vectoriel F.
I1.14) Justifier que ¢ est un endomorphisme nilpotent de Fj.

On note v, le plus petit entier naturel tel que ¢ * = 0.
I1.15) Pourquoi a-t-on vy < dim(F})?
I1.16) Montrer, avec ’hypothése proposée, que pour tout k € [1;p], on a v, = my.

I1.17) Expliciter la dimension de Fj pour k € [1;p], puis en déduire I'existence d’une base B = (uq,...,uy,)
de E dans laquelle f a une matrice diagonale par blocs, ces blocs appartenant & M,,, (C) et étant de
la forme

Mg 0 oo e e 0
1 Mg

0 1 A

0 oo e 0 1 A

On pose 2o = U1 + Uy 41+ + Uy 4oomy_ 1 +1-
I1.18) Déterminer les polynémes @ dans C[X] tels que Q(f)(zo) = 0.
I1.19) Justifier que f est cyclique.

PARTIE 111 - Endomorphismes commutants, décomposition de Frobenius

On appelle commutant de f ensemble C(f) ={g € L(E)|fog=go f}.
IT1.20) Montrer que C(f) est une sous-algebre de .Z(E).

III.A - Commutant d’un endomorphisme cyclique On suppose que f est cyclique et on choisit un
vecteur xo dans E tel que (xo, f(x0), ..., f" 1(xg)) est une base de E.
Soit g € C(f), un endomorphisme qui commute avec f.

n—1
II1.21) Justifier Pexistence de A, A1, ..., Ap—1 de K tels que g(zg) = Z MefF(20)
k=0

I11.22) Montrer alors g € K[f].
I11.23) Etablir qu’on a g € C(f) si et seulement s’il existe un polynéme R € K,,_1[X] tel que g = R(f).

ITI.B - Décomposition de Frobenius On se propose de démontrer le théoréeme de décomposition de
Frobenius : toute matrice est semblable a une matrice diagonale par blocs, ces blocs étant des matrices
compagnons.



I11.24) Montrer que si la réunion d’un nombre fini de sous-espaces vectoriels F1, ..., F,. de E est un sous-espace
vectoriel, alors I'un des sous-espaces F; contient tous les autres.

On note d le degré de 7.

I11.25) Justifier 'existence d'un vecteur z; de E tel que (z1, f(z1),..., f¢ 1 (x1)) est libre.
Pour tout x non nul de E, on pourra remarquer que I, = {P € K[X]|P(f)(z) =0} est un idéal de
K[X] engendré par un polynéme unitaire wy , diviseur de my et considérer les sous-espaces vectoriels

Ker(mr.0(f)-
On pose e; = x1, €3 = f(z1), ..., ea = f47H(x1) et Ey = Vect (eq, €3, ..., eq).
II1.26) Montrer que E; est stable par f et que By = {P(f)(z1) | P € K[X]}.
On note 97 ’endomorphisme induit par f sur le sous-espace vectoriel Fj.
I11.27) Justifier que v est cyclique.

On compléte, si nécessaire, (e1, e, ..., eq) en une base (e, es, . .., e,) de E. Soit @ la d-iéme forme coordonnée
qui & tout vecteur z de E associe sa coordonnée suivant eq. On note F = {z € E | Vi € N, ®(f'(z)) = 0}.

I11.28) Montrer que F' est stable par f et que Fy et F' sont en somme directe.
Soit W I'application linéaire de E dans K¢ définie, pour tout = € E, par

U(z) = (@(f'(2)ogiza—1 = (2(2), 2(f(2)), ..., 2(f (2)))

I11.29) Montrer que ¥ induit un isomorphisme entre E; et K<.

I11.30) Montrer £ = E; @ F.

I11.31) En déduire qu’il existe r sous-espaces vectoriels de F, notés F1, ..., E,, tous stables par f, tels que :
— E=E,®---0FLE,;
— pour tout 1 < < r, 'endomorphisme v; induit par f sur le sous-espace vectoriel F; est cyclique;
— si on note P; le polynéme minimal de v;, alors P, divise P; pour tout entier ¢ tel que 1 < i < r—1.

ITI.C - Commutant d’un endomorphisme quelconque
IT1.32) Montrer que la dimension de C(f) est supérieure ou égale a n.
II1.33) On suppose que f est un endomorphisme tel que lalgébre C(f) est égale & K[f]. Montrer que f est
cyclique.

PARTIE 1V - Endomorphismes orthocycliques

Dans cette partie, on suppose K = R et que E est un espace euclidien. Le produit scalaire de deux vecteurs
x, y de E est noté (z|y) et on désigne par O(E) le groupe des isométries vectorielles de E.

On dit qu’un endomorphisme est orthocyclique s’il existe une base orthonormale de E dans laquelle la matrice
de f est de la forme Cg (matrice compagnon).
IV.A - Isométries vectorielles orthocycliques Soit f € O(E).

IV.34) Soit f' € O(F) ayant le méme polyndéme caractéristique que f. Montrer qu’il existe des bases or-
thonormales B et B’ de E pour lesquelles la matrice de f dans B est égale a la matrice de f’ dans
B
IV.35) En déduire que f est orthocyclique si et seulement si yy = X™ —1ou xy = X" + 1.
IV.B - Endomorphismes nilpotents orthocycliques Soit f un endomorphisme nilpotent de F.
IV.36) Montrer qu’il existe une base orthonormale de E dans laquelle la matrice de f est triangulaire inférieure.

IV.37) En déduire que f est orthocyclique si et seulement si

f est de rang n — 1 et V(z,y) € (Ker(f)1)?, (f(2) [ f(y)) = (z]y) .
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Q1.

Q2.

I.B

Q3.

Q 4.

I1.C

Q5.

Q6.

Q7.

PARTIE 1

Par invariance du déterminant et de I, par transposition, on a, pour A dans K, det(\l,, — M) =
det(AI,, — ‘M ) et en particulier ces deux quantités sont nulles simultanément, i.e.

‘ M et "M ont méme spectre. ‘

Puisque la transposée est un anti-automorphisme de K-algebre, pour tout polynéome P dans K[X], on
a P("M) = "(P(M)) et donc ces deux matrices sont nulles simultanément. En particulier M et ‘M
sont simultanément annulées par un polynéme simplement scindé dans K ou non, i.e.

‘ M et M sont simultanément diagonalisables ou non.

Soit A dans K. En développant la matrice AI,, — Cg par rapport a la premiere ligne, on obtient
(—1)"*+1ay fois une matrice triangulaire supérieure de diagonale formée de —1 plus A fois la matrice
associée au polynéme X" ' 4+ a,_1 X" 2 4+ .- 4+ a;. Pour n = 2 on obtient ainsi ag + Xa; et un
récurrence immédiate, en remarquant qu’on a affaire au schéma de HORNER d’écriture des polynomes,
donne

Pour U dans 4, 1(K), on note (u,...,u,) ses coordonnées et alors on a tC’QU = MU si et seulement
n

XQ:a0+X(a1 +X(a2+"'(an—1 +X))):Q7

siug = Auq, ..., Uy = Auy_q €6 — Z a;_1u; = Au,. Comme cette derniére condition est automatique,
i=1

soit en remplacant u; par A*"lu,, soit en observant que ’on sait que I’espace propre associé & A n’est pas

réduit & {0}, et donc | Ker('Cq — AI,,) est engendré par (1, A, ..., \""1) et est donc de dimension 1.

Par définition f est cyclique si et seulement s’il existe une base de E de la forme (zq, f(x0), ..., f* 1 (x0))
avec xg dans F, i.e. si et seulement s’il existe une base de E relativement a laquelle la matrice de f,

n
notée (a;j)1<i j<n vérifie a; ; = 0; j41 pour j < n i.e. est la matrice Cg pour Q = X" — E ai,nXl_1 :
i=1

f est cyclique si et seulement s’il existe un base relativementa laquelle sa matrice est une matrice
compagnon.

Puisque le polynéme caractéristique est invariant par conjugaison, xs est le polynome caractéristique
de Cg pour ) donné par la question 5, i.e. Q = xy d’apres la question 3. De plus f est diago-
nalisable si et seulement si sa matrice dans une base quelconque l'est, i.e. si et seulement si Cq
I’est et donc si et seulement si tC’Q P'est d’aprés la question 2. Il résulte donc de la question 4 que

‘ f est diagonalisable si et seulement si x; est simplement scindé sur K. ‘

Par définition on dispose de xg dans E tel que (xg, f(x0),..., f" 1(x0)) forme une base de E. En
n—1

particulier pour tout polynéme P dans K, _1[X], en notant P = Zak.Xk, il vient P(f)(zo) =
k=0

n—1

Z arf*(x0) et donc P(f)(zo) est nul si et seulement si P est nul. En particulier si P(f) = 0 alors P
k=0

est nul, i.e. ‘ (Id.f, ..., f*1) est libre. ‘ Le polynéme minimal de f est donc de degré au moins n. Si
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I.D

Q8.

Q9.

Q 10.

Q 11.

ILA
Q 12.

I'on admet le théoreme de CAYLEY-HAMILTON, comme X est unitaire et annule f, il est minimal en

degré pour ces propriétés et donc 7y = x . En particulier M

Remarque : le calcul de la question 5 montre qu’on a Q(f)(zo) = 0. On en déduit, puisque que f et
Q(f) commutent, que pour k entier naturel on a Q(f)(f*(z0)) = f*(Q(f)(z0)) = £*(0) = 0 et donc
Q(f) est nul sur une base de E, i.e. Q(f) = 0. Comme @ est unitaire, de degré n et annule f, on en
déduit 7y = @, ce qui permet de conclure également, sans utiliser le théoreme de CAYLEY-HAMILTON,
ce qui est raisonnable au vu de la sous-partie suivante.

L’ensemble {k € N* | (z, f(x),..., f*"!(x)) est libre} est une partie de N, contenant 1 car z est non
nul et majoré par la dimension de n, par définition de la dimension. Soit alors p son plus grand élément.

En particulier ’ (x, f(x),..., fP~L(x)) est libre. ‘ De plus (z, f(z),..., fP(z)) est alors lié car p + 1 ne
fait pas partie de I’ensemble considéré. On dispose alors d’une famille (ay, ..., a,) de scalaires non tous

P
nuls telle que Z apff(x) = 0. Si a, est nul, alors par indépendance de (z, f(z),..., fP~!(z)) les autres
k=0
ak

scalaires sont nuls aussi. On en déduit a, # 0 et en posant oy, = &, il vient
P

oz + a1 f(2) + -+ oy 1 P () + f(2) = 0.

Un sous-espace vectoriel f de E est stable si et seulement si une famille génératrice de cet espace a
une image par f incluse dans F. Pour F = Vect (x, f(x),..., fp_l(x)), dont une famille génératrice
est (z, f(x),..., fP~(x)), lassertion est tautologique pour les vecteurs f¥(z) avec 0 < k < p — 1. Le

cas k = p — 1 résulte de la question précédente, et donc | Vect (z, f(z),..., fP71(x)) est f-stable.

On note F' le sous-espace vectoriel précédent de E. D’apres la question 8 et par construction la famille
(x, f(x),..., fP1(x)) en est une base et donc la bi-restriction de f & F est cyclique, de sorte que le
polynome caractéristique de cette bi-restriction est X? + a1 XP~! + -+ + o d’apreés la question 3.
Puisque F' est f-stable, par exemple en écrivant la matrice de f dans une base de E complétant une

base de F, xy,, divise xy, i.e. ‘Xp +ap 1 XP 4+ | Xf~‘

D’apres la question précédente, on dispose de R dans K[X] tel que x5 = R(XP+a,_1 XP~ 1+ +ap)
et donc
X7 (F)(@) = R(f)(aoz + a1 f(x) + -+ ap-1 f£7H(x) + fP(2)) = R(f)(0) = 0.

Comme cette assertion est vraie pour tout x non nul dans E et qu’elle est tautologique pour z = 0,

X¢(z) est 'endomorphisme nul de E, i.e. | x¢(f) = 0.

PARTIE II

D’apres la question 7 si f est cyclique, alors 7y est de degré n. Comme 7y divise X" par hypothese
(et en fait lui est égal), on doit alors avoir r = n. Réciproquement si r = n, alors Ker(f"~!) # E et on
dispose de = n’appartenant pas a Ker(f"~1). Soit alors (aq,...,a,_1) des scalaires non tous nuls et p
le plus petit indice k pour lequel a; est non nul. Alors

n—1
fr <Zaif"<x>>=apf"—l<x)+f" doaif ) | = ap St (@) #0
=0

i>p

car f* =0et f*71(x) #0. On en déduit que (x,..., f*~1(x)) est libre et donc est une base de E, par
cardinalité. Donc | f est cyclique. | De plus dans la base précédente la matrice de f est Cxn, et donc

‘ la matrice compagnon est Cxn. ‘
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II.B
Q 13.

Q 14.
Q 15.

Q 16.

Q 17.

Q 18.

Q 19.

Q 20.

Pour tout polynéme P dans K[X], Ker(P(f)) est f-stable et en particulier, ‘ F}, est f-stable. ‘ Puisque

les (Ag) sont tous distincts deux & deux les polynomes (X — A\ )™* sont premiers entre eux et il résulte du
lemme de décomposition des noyaux que la somme des Fj, est directe et égale au noyau de Ker(x¢(f)).

Le théoreme de CAYLEY-HAMILTON permet de conclure ‘ E=F® - -®F,. ‘

Par construction Ker(p,*) = Ker((f — A\gIdg)™*) N F, = F}, et donc ‘ oy est nilpotent. ‘

Puisque X¥* annule ¢, son polynéme minimal est une puissance de X et donc, par définition de v
c’est X"*. Comme le polynéme minimal divise le polynéme caractéristique, son degré est inférieur a

celui du polynome caractéristique, i.e. & la dimension de Fj, : | v, < dim(F}).

Le polyndéme minimal de la restriction de f & Fy est donc (X — \g)¥* et donc celui de f est le ppcm de

ces polynémes minimaux, car £ = Fy ©--- @ F}, d’apres la question 12. Puisque les A, sont distincts, il
P

vient 7wy = H (X — Ag)"*. Par hypothése aucun polynome de degré strictement inférieur & n n’annule

k=1
f, de sorte que, d’apres le théoreme de CAYLEY-HAMILTON, my = Xy et donc, par identification des

facteurs irréductibles, ‘pour tout k dans [1;p], vk = my. ‘

On déduit des questions précédentes my, < dim(F}) et donc puisque I'inégalité inverse est également

vraie ‘dim(Fk) = my. ‘ Il résulte alors de la question 12 que ¢ est cyclique, de matrice compagnon

associée C'xmy. Dans une base relativement a laquelle la matrice de @i a cette forme, celle de la

Mg 0 o e e 0

1 Mg :
restriction de f a Fj est alors 0 1 A

: IR YA

0 0 1 X

Soit ) dans C[X]. Puisque la somme E = F} & --- @ F}, est directe d’apres la question 12 et puisque
chaque F}, est f stable, la décomposition de Q(f)(zo) est donnée par Q(f)(u1) + Q(f)(wm,+1) +
A+ QUf ) (Um—14-gm,_,+1) et donc Q(f)(xo) est nul si et seulement si Q(f) annule uy, U, 41,
oy Um—14gm,_,+1. Comme on peut écrire Q(f) = P(f — Axldg) avec P = Q(X + A), la question
précédente donne X™* | P ou encore (X —\;)™* | Q. Comme les (\;) sont tous distincts les polynomes
((X — Ax)™*) sont premiers entre eux et le lemme de GAUSS permet d’en déduire que x divise Q.
Réciproquement le théoreme de CAYLEY-HAMILTON montre que si x ¢ divise @, alors Q(f) = 0 et donc

a fortiori Q(f)(zo) = 0. Donc ] Q(f)(x0) = 0 < Q € x;C[X]. \

Il résulte de la question précédente que (zg, f(xo), ...

Ainsi, par définition, | f est cyclique.

. [ (z0)) est libre, car le degré de xf est n.

PARTIE IIT

L’application de .Z(E) dans lui-méme donnée par g — fog — go f est linéaire et donc C(f) est un
espace vectoriel. Soit g et h dans C(f), on a alors (goh)o f =go(hof)=go(foh)=(gof)oh=
(fog)oh= fo(goh), par associativité du produit de composition. Comme l'identité commute & f,

‘ C(f) est une sous-algebre de .Z(F). ‘

III.A
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Q 21. Puisqu’on a affaire & une base g(zo) est combinaison linéaire de la famille (zq, f(zo), ..., f" *(zo)) et

n—1
on dispose de scalaires (Ag, ..., A,—1) tels que | g(xg) = Z e fF (20).
k=0

n—1
Q 22. On pose P = ZAka de sorte que la question précédente donne g(xg) = P(f)(zo). Puisque f
k=0
commute a P(f) et & g, il vient pour tout entier naturel k& g(f*(x¢)) = f*(g(x0)) = f*(P(f)(x0)) =
P(f)(f*(x0)), de sorte que les endomorphismes g et P(f) coincident sur une base de E. Par conséquent

onag=P(f)et doncm

Q 23. La réciproque de la question précédent étant directe, on a C(f) = K[f]. Par ailleurs pour P dans K|[f],
la division euclidienne de P par xs s'écrit P = Qxs + R avec R dans K,,_1[X] et on a P(f) = R(f)
d’apres le théoréme de CAYLEY-HAMILTON. Il en résulte K[f] C K,,_1[X]. L’inclusion réciproque étant

tautologique, il vient ‘ C(f) = Kn-1[f])- ‘
II1.B

Q 24. Soit (F;)i<i<r des sous-espaces vectoriels de E et F' leur somme, i.e. Pespace vectoriel engendré par
leur réunion. Pour ¢ dans [1;7], si F; est distinct de F, on dispose de x; dans F'\ F; et, de méme si
la réunion Uj4,;F; ne contient pas F;, on dispose de y; dans F; \ Ujx; F;. En particulier pour A dans
K, z; + A\y; n’est pas dans F; sinon x; le serait et deux tels vecteurs pour des scalaires A\ distincts
ne sont pas dans un méme Fj, sinon leur différence le serait et par la méme y; le serait. Il en résulte
que la droite affine passant par z; et de direction y; contient au plus r — 1 points de Uj_, F;. Comme
K est infini, on en déduit que soit parmi F; et U;.;Fy, 'un contient I'autre, soit la réunion U7_, F;
est distincte de F. On en déduit que sous I’hypotheése que tous les Fj sont distincts de F et que
F = Uj_,Fj, alors le prédicat « Fj, C Uj<,F; et F' = Uj<,F; » est vrai pour k = r et donc, par
récurrence descendante, pour tout k dans [1;7]. Comme il aboutit & F = {0} pour k = 1 et donc a
Fy = ... = F. = {0}, cette contradiction montre que F' = Uj_; F; entraine que I'un des F}, est égal a

F,ie. ‘si une réunion finie de sous-espaces vectoriel en est un, 'un d’eux contient les autres. ‘

Q 25. Soit z dans E. L’application de K[X] dans E donnée par P — P(f)(z) est linéaire et son noyau est
stable par multiplication par K[X] car pour P et @ dans K[X] on a QP(f)(z) = Q(f)(P(f)(x)). C’est
donc un idéal de K[X]. Il contient le noyau de P — P(f), i.e. 7;K[X]. C’est donc un idéal non nul de
K[X], et si on note 7y, son générateur unitaire, 7y, | 7. Soit J 'ensemble des diviseurs unitaires de
7s. C’est un ensemble fini, de cardinal 2% ou k est le nombre de facteurs irréductibles (unitaires) de
7y comptés avec multiplicité. Pour P dans J, on note Fp = Ker(P(f)). Pour « dans E, 7y, € J et on
note I la réunion des 7y, pour x dans E, de sorte que / est un ensemble fini, inclus dans J. Pour x
dans E, comme 7y ,(f)(x) = 0 par construction, on dispose de P dans I tel que z € Fp. On en déduit
que E est réunion des (Fp)pcr. Comme on a affaire & une réunion finie de sous-espaces vectoriels de
E, on en déduit que 'un d’eux contient les autres, i.e. E = Ker(P(f)) pour un certain P dans I. On
dispose donc de x; dans E tel que 7f,, annule f. Comme ce polynéme est un diviseur de my, par
définition de ce dernier, ¢ ,, = 7. En particulier 7;,, est de degré d. Par définition de 7y, cela

entraine en particulier que ‘ (xq, f(x1),..., f41(21)) est libre. ‘

Q 26. On raisonne comme en question 9 et donc E; est f-stable si et seulement si les f(e;) sont dans Ej,
ce qui est tautologique pour i < d. Pour i = d, puisque 7y est de degré d, f¢ est combinaison linéaire
des f* pour 0 < i < d, et en particulier f(ey) est combinaison linéaire des e; pour 1 < ¢ < d. Par
conséquent ‘El est f—stable.‘ Par définition E; est I’ensemble des P(f)(z1) pour P dans K, 1[X].
Réciproquement puisque E; est f-stable, f¥(e1) est dans E; pour tout entier k et donc P(f)(ey) aussi
pour tout polynéme P dans K[X], i.e. ‘ Ey ={P(f)(x)| P € K[X]}. ‘
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Q 27.

Q 28.

Q 29.

Q 30.

Q 31.

Par construction (eg,...,eq) est une base de F; et est égale & (e,9(ey1),...,%% 1(e1)), donc par

définition |1 est cyclique.

Soit  dans F, alors pour i dans N on a ®(fi(f(z))) = ®(f*'(x)) = 0 et donc f(x) € F, ie.
d

‘ F est d-stable. ‘ Par ailleurs si  est dans F1, on dispose de scalaires (ay) tels qu’on ait z = Z apeg

k=1
et pour i dans [0;d — 1] on a fi(z) = Zd — iagektq, donc ®(fi(z)) = ag—i. On en déduit que B4 NF
k=1
est réduit a {0}, donc ‘ E; et F sont en somme directe. ‘
d
Avec les notations de la question précédente, pour x = Z arer ona V(z) = (ag,...,a1), ie Vg, est
k=1
'isomorphisme canonique entre E; et K% associé & la base (ed,...,e1) de Fy :

U induit un isomorphisme entre F; et K%. ‘

Par linéarité de ®, on a F' = {x € E|VP € K[X], ®(P(f)(z)) = 0}. Comme pour P dans K[X], par
division euclidienne par 7y comme en question 23, P(f) est égal a R(f) avec R le reste de la division
euclidienne de P par 7y et donc F = {x € E|VR € K4_1[X], ®(R(f)(x)) = 0}. Et une nouvelle fois
par linéarité de @, il vient F' = Ker(¥). Le théoréme du rang et la question précédente permettent de

conclure | F = E, @ F.

On démontre 'assertion par récurrence sur la dimension de E en utilisant le prédicat sur m entier
naturel : pour tout K-espace vectoriel G de dimension m et tout endomorphisme g de G, il existe r
sous-espaces vectoriels de G, notés Gy, . . ., G, tous g-stables tels que G = G1®- - -B G, la bi-restriction
de g & G; est cyclique de polynéme minimal P; vérifiant P;yq | P; si i < r.

Soit donc G et g comme ci-dessus. La question précédente permet de construire G; et F tels que
G = G1 @ F, tous deux g-stables. Comme F est g-stable il est de dimension strictement inférieure a
celle de G. Si le prédicat étudié est vrai pour F, on dispose de Ga, ..., G, tous gjp-stable tels que
F =G2&- - &G, et tels que la bi-restriction de g a G; est cyclique de polyndme minimal P; vérifiant
Piy1 | Pisii<r. Comme la bi-restriction de g;¢ & G; est aussi celle de g, on constate que le prédicat
est vrai pour G a condition de démontrer P, | Pi. Or comme on a affaire & des espaces g p-stables le
polynéme minimal de g est le ppcm des polynémes minimaux de ses bi-restrictions aux G;. C’est
donc le ppcm des P; et donc P, par divisibilité des P; entre eux. On en déduit que P» divise 7, et
comme d’apres la question 7 P est de degré d, donc est égal & my car il divise 7, il vient P, | P;. Ceci

acheve la récurrence et donc ‘ le théoréme de décomposition de FROBENIUS est démontré. ‘

II1.C

Q 32.

Q 33.

On utilise les notations de la question précédente. Par stabilité des sous-espaces Ej;, si g laisse stable les
E; et si les restrictions de g et f a E; commutent entre elles, alors g commute & f. D’apres la question 23
on en déduit [T;_; C(fig,) ~ [Ti—; Km,~1[X] en notant m; = dim(E;). Par propriété universelle, ou
recollement, on a une application injective de [];_, C( fig,) dans C(f). En particulier C(f) est de

T

dimension supérieure & Z m;, i.e. n puisque E est somme directe des E; : ‘dim(C’(f) >n). ‘
i=1

Comme le degré de 7y est inférieur & celui de x ¢ donc & n et que K[ f] est isomorphe & un supplémentaire
de 7yK[X] d’apres le théoréme du rang, la dimension de K[f] est le degré de m;. Enfin comme K|f]
est inclus dans C(f), on a K[f] = C(f) si et seulement si 7y = x s et C(f) est de dimension n. D’apres
la question 25 on en déduit que f est cyclique. La réciproque est donnée par les questions 22 et 23 :

‘ f est cyclique si et seulement si C(f) = K][f]. ‘




PREMIERE COMPOSITION — CENTRALESUPELEC 2019 — MP Corrigé

PARTIE IV

IV.A

Q 34.

Q 35.

IV.B
Q 36.

Q 37.

La théorie générale montre que x ¢ est produit de termes de la forme X +1, X —1 et X? —2cos(6) X +1
avec 0 < 6 < 7. De plus f est alors orthosemblable & une matrice par blocs avec des blocs de la forme

(—=1), (1) et (2?1?((3)) _C:l:(lg))) ), avec autant de blocs que de facteurs correspondants. On en déduit que si
deux isométries ont méme polyndéme caractéristique, leurs formes réduites sont égales et donc il existe

des bases orthonormales B et B’ de E pour lesquelles les matrices de f et f’ sont les formes réduites
et donc sont égales : ’Matg(f) = Matp (f’).‘

Si f est orthocyclique, sa matrice dans une base orthonormée quelconque est une matrice orthogonale et
donc orthosemblable a une matrice compagnon elle-méme orthogonale. Par orthogonalité des colonnes
de cette matrice on en déduit que tous les coefficients de la derniére colonne sont nuls sauf le premier, et
comme cette colonne admet une norme 1, ce premier coefficient est égal & +1, i.e. le polynéme associé
est X™ £ 1. On en déduit, d’apres la question 3, xy = X" £ 1. Réciproquement si xy = X™ £1, on
considere f’' dans .Z(F) dont la matrice dans une base orthonormée quelconque de E est C, . Alors
cette matrice est orthogonale et donc [’ € O(FE). Il résulte de la question précédente que la matrice de

[ dans une base orthonormée quelconque est orthosemblable a Cy . et donc ‘ f est orthocyclique. ‘

Puisque f est nilpotent on a x5y = X™ et donc xs est scindé sur R et ainsi f est trigonalisable. On
dispose donc d’une base (eq, ..., e,) dans laquelle la matrice de f est triangulaire inférieure et, par nil-
potence, cette matrice est de diagonale nulle. Autrement dit f(e,) =0, f(en—1) € Vect (e,), ..., f(e1) €
Vect (ea, ..., e,). Soit alors (el,,...,e}) Vorthonormalisée de GRAM-SCHMIDT de (e, ..., e1). Comme
e}, appartient & Vect (eg, ..., e,), f(e},) appartient a Vect (f(ex),. .., f(en)) donc & Vect (eg+1,- - -, €xn)
et donc aussi a Vect (e;C SETERY ) Autrement dit

) n

‘ la matrice de f dans la base orthonormée (e),,...,€}) est triangulaire inférieure. ‘
Si f est orthocyclique sa matrice dans une base orthonormée quelconque est semblable a Cy,, i.e. a
Cxn. Soit alors (eq,...,e,) une base orthonormée relativement a laquelle la matrice de f est Cxn.
On a Im(f) = Vect (ea,...,e,) et Ker(f) = Vect(e,). Donc f est de rang n — 1 et Ker(f)* =
n—1
Vect (e1,...,en—1). Soit alors (a;)1<i<n—1 €t (bi)1<i<n—1 des scalaires, alors en posant z = Zaiei
i=1
n—1 n—1 '
ety = Zb e;, il vient (x|y) = Zalb“ ainsi que f(z Zalelﬂ et f(y Zb e;+1 et donc
1 1
i= 1 , i=
(f(@)[ f(y)) =D aibi. Done Y(z,y) € ((Ker(£)*)", (f(2)] f(y)) = (z]y)-
i=1
Réciproquement on dispose d’apres la question précédente d’une base orthonormée (eq,...,e,) re-

lativement & laquelle la matrice de f est triangulaire inférieure. En particulier f(e,) = 0 et donc
Ker(f) = Vect (e,) puisque f est de rang n — 1. On montre ensuite par récurrence descendante on a
fler) = tegsq pour k < n. Pour k =n —1, on a f(e,—1) € Re,, et comme e, est unitaire et dans
Ker(f)*, son image est également unitaire et ainsi f(e,_1) = 4e,. Si le résultat est vrai pour tout
j > k, alors commence par remarquer que f(ex) appartient a Vect (eg41,...,e,). Comme de plus ey
est orthogonal & e,, tout comme €11, ..., en_1, f(ex) est orthogonal & f(exy1), ..., f(en—1) et ainsi
f(ex) appartient & Reyy1. Comme enfin il est unitaire f(ey) = teg+1. On note f(er) = erex+1 pour
k < n avec g, = £1. On pose alors e;, = f¥"1(e;) pour 1 < k < n, de sorte que e, = +ej et donc
(e, ...,e,) est orthonormée et, par construction on en déduit que f est orthocyclique si et seulement

i £ est de rang n— 1 et ¥(z,9) € (Kex(f))1)?, (f() | F)) = (x|9).]




