DEUXIEME COMPOSITION DE MATHEMATIQUES
CENTRALESUPELEC 2023 — MPI

Notations

Dans tout le sujet, n désigne un entier naturel non nul.

Etant donné deux entiers naturels a et b, on note [a;b] 1’ensemble des entiers naturels k tels que
a<k<b.

Pour deux suites de nombres réels (tm,)menN €t (Vm)menN, 1a notation u, = O (v,,) signifie qu’il existe
une suite bornée (M,,)men telle que l'on ait

dmg e N, Vm >mg, Um= Mp,v, .

— On pourra utiliser sans démonstration la formule suivante, qui précise la formule de STIRLING lorsque

n tend vers +oo :
n! = (ﬁ) V2mn (1 + O <1>> .
e n

Toutes les variables aléatoires considérées sont discretes.

PARTIE I - Résultats préliminaires

I.A - Calcul d’une intégrale classique
Rappelons que n désigne un entier naturel non nul. On note

! 1 +oo 1
I, = ———dt et K, = ——dt.
/o T+ C / 1+ )

LA.1)

1
Q 1. Démontrer I, > —.
27L

Q 2. Justifier I'existence de K,, et donner la valeur exacte de K.
—+oo
. 1 1
Q 3. Démontrer /1 m dt = O (n2n) .
On pourra minorer 1+ t2 par un polynéome de degré 1.
Q 4. En déduire, lorsque n tend vers +oo, I, ~ K.
1

Q 5. Etablir la relation de récurrence K,, = Kpi1 + 2—[(”
n

Q 6. En déduire un équivalent simple de I,, lorsque n tend vers +oco.

LA.2)

. ﬁ 1
Q 7. Justifier /nl, = /0 m du.

“+o0
Q 8. Démontrer lim +/nl :/ e~ du.
0

n— oo

+oo +o0
Q 9. En déduire les valeurs de / e_“2 du puis de / e—u2/2 du.
0

— 00



Dans toute la suite, on posera pour tout z réel

I.B - Comportement asymptotique de 1 — ®
Soit x > 0.

- t . e p(z)
Q 10. En écrivant o(t) < ;(p(t) pour t > z, démontrer / p(t)dt < .

x

“+o0
Q 11. A Taide de I’étude d’une fonction bien choisie, démontrer %ﬂ@(m) < / (t) dt.

Q 12. En déduire un équivalent simple de 1 — ®(x) lorsque x tend vers +oc.

I.C - Une inégalité maximale
Dans cette sous-partie, n est un entier naturel non nul et Z;,..., 7, sont des variables aléatoires discrétes

P
indépendantes sur un espace probabilisé (2, A, P). Pour tout p dans [1;n], on note R, = ZZi' On va
i=1

démontrer la propriété

Vo >0, P(max |Rp23:1:> <3 max P (|R,| > z) .
1<p<n

1<p<n

On admet que les différentes fonctions intervenant dans cette inégalité sont bien des variables aléatoires
discretes et on fixe x dans R .

Pour simplifier, notons A I’événement {f?aé‘ |Rp| > Sx}. Ainsi,
<p<n

A:{wEQ

> .
s |7 ()] > 31
Dans le cas ou n > 2, définissons de plus les événements
Ay ={|R1| >3z} et A,= { max |R;| < 3x} N{|R,| > 3z}
1<i<p—1
pour p dans [2;n].
Q 13. Exprimer I’événement A a laide des événements A, Ao, ..., A,.

Q 14. Démontrer que 'on a P (A) < P (|R,| > =) + ZP (Ap N{|Rn| < z}).
p=1
Q 15. Justifier que pour tout p dans [1;n], on a I'inclusion

A, N{|R,| <z} C Ayn{|R, — Ry| > 22} .
Q 16. En déduire P (A) <P (|R,| > z) + lrgnz?%(nP (|IRn — Rp| > 2x).
Q 17. Conclure.
PARTIE II - Etude d’une suite de fonctions
Pour tout n dans N* et tout k dans [0;n], on pose

2k
T = VA + o

NG



De plus, on définit la fonction B,, de R dans R par les conditions :

1 1
Vk e [0;n] , Ve e | xnr — fxnk—'_f[ ?(Z)Q”

et B, est nulle en dehors de la réunion de ces intervalles. L’objectif de cette partie est de démontrer que
la suite de fonctions (B, )nen+ converge uniformément sur R vers la fonction ¢, définie dans la partie I.
Autrement dit, on souhaite démontrer

lim A, =0 avec A, = sup |B,(z) — o(x)]| .

n—+oo z€ER
L’usage d’une figure pour appréhender la problématique de cette partie sera vivement apprécié.
II.A
Q 18. Comparer les réels —z,, 1, et Ty n—k.
Q 19. Justifier 'existence du réel A,, pour tout n dans N*.

Q 20. Démontrer que, pour tout n dans N*, on a I'égalité A,, = sup |B,(z) — ¢(x)|.
x>0

Q 21. Pour tout n dans N*, démontrer que B,, est une application décroissante sur R.
On pourra distinguer selon que n est pair ou impair.

Dans la suite de cette partie, on fixe € > 0. La limite 1+im ¢ = 0 assure de 'existence d’un nombre ¢ dans R
o0

tel que p(¢) < =

II.B - Dans cette sous-partie, on va démontrer lim sup |B,(x)— ¢(x)| =0.
n—r+oo z€[0;¢]

On introduit pour cela ’ensemble

In = {k' S [[O,Tl]] ‘an,k c [O’€—|— 1]}

dont on peut vérifier que c’est un intervalle d’entiers.
Dans la suite de cette sous-partie, on suppose que n et k varient de sorte qu’on ait k € I,,.

Q 22. Démontrer, pour n tendant vers l'infini

k! (n— k) = 2me  "EFTY2 (n — f)n R T2 (1 +0 (i)) .

On pourra utiliser la formule de STIRLING rappelée en début d’énoncé.

Q 23. En déduire, pour n tendant vers +oo,

1 1+0(3)
Bn(ank) = e (%)k+1/2 (2- %)n—k+l/2 :
Q 24. En déduire
1 1+0(2)
By, (xn k) = - s 7
Enk) \/ﬂ(l_wi,k)% (1+22) (o) e

puis

Btann) = e (75 ) (140 ().

Q 25. Démontrer qu’il existe un entier naturel nq tel que, pour tout entier n vérifiant n > nq,

sup [By(z) — o(x)] <
z€[0;¢]

t\')\m



11.C
Q 26. Pour tout £ dans R , démontrer qu’il existe un entier naturel ny, tel que, pour n > ng, B, (£) < 2p(¢).

Q 27. Conclure que la suite (Ay),, cn- converge vers 0.
PARTIE III - Applications

Soit (92, A, P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire discrete sur (€2, A, P) telle que P (X = —1) =
1/2 et P(X =1) = 1/2. On considére une suite (X;);en+ de variables aléatoires discretes sur (2,4, P),
mutuellement indépendantes et de méme loi que X. On définit alors

n
So=0 et VneN*,Sn:ZXi.

On dit que (Sp)nen est une marche aléatoire symétrique sur Z. On admettra que pour tout n > 1, S, est
une variable aléatoire discréte sur (2, 4, P).

ITI.A - Théoréme central limite

Soit I un intervalle de R et (f,)nen+ une suite de fonctions continues par morceaux sur I qui converge
uniformément sur I vers une fonction f également continue par morceaux sur I.

Q 28. Si (un)nen+ (respectivement (v,)nen+) est une suite de nombres réels appartenant & I qui converge
vers u (respectivement v) dans I, démontrer

nglfoo /uv fo(x)dz = /uv f(z)dx

n
On pose, pour tout ¢ dans N*, Y; = % et, pour n dans N*, T,, = Z}Q.
i=1

Q 29. Démontrer, pour n dans N* et j dans [0;n],

Tn,i+1//n
P(Tn:j):/ B, (z)dz,
a:n,jfl/\/ﬁ

ou B,, et x, ; ont été définis dans la partie II.
Considérons un couple (u, v) de réels tel que u < v, et notons
n+2u\/ﬁ <i< n+2’u\/ﬁ} '

I = {j € [0;n]

Q 30. Pour n dans N*, justifier P (u < —= < ) = Z P (T, =
\F JE€EJIn

S\
$

n——+00 n

Q 31. En déduire lim P( Sn < ) = / o(z)dx puis limy, 400 P (ug S”) = 1— ®(u) ou les
finies d

(oW
oS

applications ¢ et ® ont été ans la partie I.

III.B - Critére de tension
Dans cette derniére sous-partie, on fixe ¢ dans ]0;1[.

Q 32. Démontrer qu'il existe zg supérieur a 1 tel que l'on ait

Ve > xq, ElnxeN,Vnznx,1:2P(|Sn|2x\/ﬁ)§6.

n
Q 33. Pour z et 2 comme & la question précédente, on fixe vérifiant N > —= et on choisit n > N. Démontrer
€

alors

2 > <
P (lglz?gxn |Sp| > 3x\/ﬁ> < 3.



DEUXIEME COMPOSITION DE MATHEMATIQUES — CENTRALESUPELEC 2023 — MPI Corrigé

D]i:\}I%IIEME COMPOSITION DE MATHEMATIQUES — CENTRALESUPELEC 2023

PARTIE I - Résultats préliminaires

I.A - Calcul d’une intégrale classique
1.A.1)
L. P de lintégrale et puis t dans [0;1 S .
Q 1. Par croissance de l'intégrale et puisque, pour ¢ dans [0;1], on a Ty 2 o [ 2 5
Q 2. L’intégrande étant continu sur R et puisqu’au voisinage de +00, on a ~—5= = O (t~2), par critére
+ (1+t2)
1
de RIEMANN De plus, puisqu’on a /1-1-7152 dt = arctan, il vient | K7 = g
Q 3. Pour t supérieur a 1, on a (1 + t2)™ > (1 + ¢)™ par croissance de la puissance n°. Par croissance de
oo te 2
I’intégrale, on a donc 0 < / ——dt < / dt = et donc
1 (+e)n 1 (@) (n—1)27
—+o0
1 1
————dt=0(— ).
/1 (1+¢2)n (n2”)
Remarque : cela n’a en fait aucun sens puisque n a été fixé par le sujet.
1
Q 4. Par relation de CHASLES on a donc K,, —I,, = O (n?”) = o (I,), d’apres la question 1, i.e. m
Remarque : une fois encore n ne saurait varier.
Q 5. Par intégration par parties,
1 t 2nt?
/ dt = + / S a—"
(1+ )" (1+¢2)n (14 ¢2)ntt
et donc, par convergence des intégrales et existence des limites en 0 et +o0o de la fonction t +— m7
il vient, aprés avoir remarqué t2 = 1+t — 1 et utilisé la linéarité de I'intégrale, K,, = 2n(K, — K,+1),
1
ou encore | K,, = K11 + —K,,.
2n
L T 2n—3)...17w . 2n — 2)! T
Q 6. On en déduit, en tenant compte de K; = 5 K, = 22”23---227 soit K,, = 22”(2((71 )1)!)2 5" En
utilisant la formule de STIRLING, il vient K, ~ v On conclut, grace a la question 4 | I,, ~ ﬁ
2v/n —1 2y/n
1.A.2)
feo gt vn 1
7. Par ch t d iable t = 2= dans I, = ——— il vient I, = — du.
Q ar changement de variable  dans I, /0 it o il vient | /nl, /0 0T u2/n) U
. : In(1+ z) . o . o
Q 8. Soit ¢ la fonction pente z — ———= (prolongée par 1 en 0) associée & In par rapport a 1. Par concavité

de In, cette fonction est décroissante. Par décroissance de la fonction inverse, on en déduit qu’a u fixé
k
dans R%, k — el In(1 + u?/k) est croissante et donc aussi, par positivité de u?, k — kIn(1 + u?/k).

Cette assertion reste vraie pour u = 0.
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Q9.

Q 10.

Q 11.

Q 12.

Q 13.

Q 14.

On considére maintenant la suite de fonctions continues par morceaux sur Ry donnée par fi(u) =
1

A=/ fove) ™

1
croissant. On a donc, pour k& dans N* et u dans Ry, 0 < fi(u) < ——- Comme la fonction ma-
u

. Elle converge simplement vers la fonction continue u +— exp(—u?), en dé-

jorante est continue, positive et intégrable sur R, il résulte du théoreme de convergence dominée

o0 5
lim +/nl, :/ e " du.

+o0 1
Il résulte de la question 6 / e dy = §ﬁ et donc, par partié et changement de variable u =
0

+oo
t/\/ia / e_t2/2 dt = V2.

I.B - Comportement asymptotique de 1 — ®

On pose u(z) = —p(x) de sorte qu'on a v'(z) = zp(z) et donc ¢(z) = Lu/(z). Soit ¢ dans R vérifiant

t > x, on a alors t > x > 0. Comme la fonction inverse est décroissante et u’ est & valeurs positives,
1

il vient ¢(t) < —u’(t). Par croissance de I'intégrale on en déduit, en utilisant le théoréme de LEIBNIZ-

NEWTON, dit théoreme fondamental du calcul différentiel et intégral et le fait que, par croissance

+o0o
comparée, lim ., u = 0, / p(t)dt < M
. x
On pose maintenant v(z) = —@, de sorte qu’'on a v'(x) = 1:22””290(36) et donc ¢(x) = li; v'(x).

. 2 . . . N .. .
La fonction ¢ ﬁ est cette fois-ci croissante, v’ est encore & valeurs positives et, par croissance
comparée, on a en encore limy o, v = 0. Il en résulte comme précédemment et avec les mémes notations,

2 +oo
o(x) < / (1) dt.

x
1+ 22

o(x) > v'(t) puis par croissance de l'intégrale

2 +1

u

1
Au voisinage de l'infini, on a — ~ ——
u 14 u?

et donc, par encadrement par des équivalents et relation de

CHASLES, |1 — ®(z) ~ @
x

Remarque : une fois encore le texte est en défaut car x a été fixé et ne saurait tendre vers +oo.
I.C - Une inégalité maximale

Soit w dans . On note X = {p € [1;n] ||Ry(w)| > 3z} et p = min X avec la convention p = +o0 si
X=0.0na
weEA—= X#4AD <= p+#+x0

et de plus si p # 400, alors, pour tout ¢ dans [1;n], w € A; <= ¢ = p. On en déduit, en notant par

n
le symbole } la réunion disjointe, | A = Z Ag.
k=1

Remarque : dans ’énoncé initial x n’était pas fixé ni quantifié dans les questions de cette sous-partie.
Un comble au vu des sous-parties précédentes !

On note B = (|R,| < ), alors, puisque (B, B) est un systéme complet d’événements,

A=(ANB)+(ANB) = <iAk> NB+ANB

k=1
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Q 15.

Q 16.

Q 17.

Q 18.
Q 19.

Q 20.

et donc, d’aprés les lois de DE MORGAN, et puisque AN B est inclus dans B, qui est lui-méme disjoint
de B,

AC) (AknB)+B
k=1

et donc, par sous-additivité de la probabilité P, |P (A) < P (|R,| > z) + Z P (A, N {|Rn| < z}).

p=1

Soit w dans A, vérifiant |R,,(w)| < z, alors par inégalité triangulaire, on a |R,, (w) — R,(w)| > |Rp(w)|—
|Rp(w)| > 3z — x et donc ‘ A, N{|R,| <z} C Ay N{|Rn — Rp| > 22} ‘

D’apres le lemme des coalitions, pour p dans [1;n], A, et R,, — R, sont indépendants, puisque les Z;
le sont. Par croissance de la probabilité et il résulte de la question précédente qu’on a, pour p dans
[L;n], P(Ap N {|R.| < z}) <P (A,) P (|R, — Rp| > 2z), et donc

P (A, N{|R.| <z}) <P(A4,) max P (|R, — Ry| > 2z) .

1<q<n

Par additivité de la probabilité on en déduit

n
SR (A, N {[Ra| < o)) < P(4) max P (R, — Ry| > 22),
<p<n
p=1
et donc, en utilisant la question 14 ainsi que la positivité des probabilités et P (A) <1,
P(A) <P (|R,| > x)+ max P (|R, — Ry| > 2z).
<p<n

Pour tout p dans [1;n] on a {|R, — R,| > 2z} C {|R,| > 2} U{|R,| > x} et donc, par sous-additivité
de la probabilité et croissance d’icelle, il vient P (|R, — R,| > 2z) < P (|R,| > 2) + P (|R,| > x), ce
qui permet de conclure en utilisant la question précédente

| P (maxicp<n [Ry| > 32) < 3maxi<p<n P (IR,| > w). |

PARTIE II - Etude d’une suite de fonctions

II.A
Soit n dans N* et k dans [0;n]. On a 2,  + Ty pn—r = —2¢/n + 2—\/% =0et donc | —2nk = Tnn—k-

Soit n dans N*. Par définition de B,,, cette fonction ne prend qu'un nombre fini de valeurs et est
donc bornée. Comme on a 0 < ¢ < 1, il en va de méme pour ¢ et donc pour B,, — . Par conséquent

A,, existe.

Soit n dans N*. On note D,, ’ensemble des points de discontinuité de B,, i.e.

Dn:{xo—i—zk\/_ﬁl ‘k‘e[[o;n—&-l}]}:{xki\/lﬁ ‘ k:e[[O;n]}} .

D’apres la question 18, D,, est symétrique par rapport a l'origine, tout comme R \ D,,. Par symétrie
du triangle de PASCAL, la restriction de B,, & R\ D,, est paire. Comme B,, — ¢ est continue & droite
ou & gauche en tout point et que D,, est discret, les suprema de |B,, — ¢| sur R et R\ D,,, ou sur R
et Ry \ D, sont identiques. Par parité les suprema sur R \ D,, et sur R\ D,, sont identiques et il en

résulte que le supremum sur R est aussi le supremum sur Ry, i.e. | A, = sup|B,(z) — p(z)].
x>0
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Q 21.

Q 22.

Q 23.

Q 24.

Soit n dans N*. On a

1 1 1 1 1 1
Tp——=<2+ —==21——F—=< - <Tp1t+—==xp,— —=<Tp — —
0 \/ﬁ 0 \/ﬁ 1 \/ﬁ n—1 \/ﬁ n \/ﬁ n \/’ﬁ
de sorte que B,, est décroissante sur R si et seulement si, pour tout k dans [0;n], ona:n >k >
% = Bp(2nk+1) < Bp(nk), et cette derniére propriété résulte directement de celles du triangle de

—k
PAScAL et plus précisément de (k j_ 1) = Z+ 1 (Z), puisque n > k> 3 = n—k<k+1. Onen

déduit que ‘ B,, est une application décroissante sur R . ‘
11.B

Pour n dans N* et k dans [0;n], on a k € I,, & 2 < k < 2 + £\/n. En particulier k ~ n — k ~ 2
par encadrement par équivalents. La formule de STIRLING rappelée en début d’énoncé fournit alors

k! (n—k)! = 2me kR HL/2(n — f)nh1/2 <1 +0 <1>) (1 +0 <1>>
k n—=k
et donc, puisque O 1 =0 1 =0 1 ,
k n—k n

k! (n — k) = 2me Mk T1/2(n — yn—hk1/2 (1 ) (1)>

n

Il résulte de la question précédente et de la formule de STIRLING pour n!,

B S e 140 [~
n(xn,k) = \/ﬁ 2n+1kk+1/2(n _ k)nkarl/Z + ﬁ

1 1+0(2)
k+1/2 n—k+1/2"
Vam () (-

Pour n dans N* et k dans I,,, on a 28 =1 — “2 et donc aussi 2(7:’“) =1 Znock — 1 4 ok (Op

soit | By (2n k) =

vn Vvn Vvn®
a également k+ 3 — 2Hl =k — 2 = —x%" net doncaussin—k+1—2H =2 =22k /n En
écrivant les puissances k + % etn—k+ 5 respectivement comme "TH — z’;k n et "Tl + ng n, et
2

en utilisant (1 - m\%’“) (1 + gi%“) =1- m’;’", il vient directement

1 1+0 (2
By (Tn k) = —— ntl 171,(2) Tk "

27T wi,k Tz Tn, k 2 \/ﬁ Tn, k T2 \/E

(1-=) " (%) (1)

Tn,k

2
Remarquons qu’on a x,, = O (1) par hypothese et donc e =0 (1), et I”T’“ = 0(1). On en dé-

2
Ty Tn k Lo k

duit, en développant le logarithme au voisinage de 1, £=%%/nln (1 + ﬁ) = 5+ 0 (ﬁ) et
2 2
2l (1 — M) = —zé’“ + O (). Puisqu'on a exp (O ($)> =140 (ﬁ), il vient

n n
n

oo ) -0 ()

ntl x Ty ks

n,k - _
1— xTQL,k ’ 1+ T,k = vn 1— Tn,k 2

1 Tk 1
et donc | By, (Tn ) = mexp < 2’ ) (1+O <n>)
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Q 25.

Q 26.

Q 27.

Q 28.

Q 29.

La question précédente donne (B, — ¢) (xn 1) = O (\/15> =0(1). On applique ce résultat avec £+ 1.
Soit maintenant = dans [0; ¢ ]. On dispose alors pour tout n dans N* et de k dans [,, (défini pour £+ 1)
tel que | — 2, 1| < ﬁ et donc tel que By, (z) = By (Zn k), puis By (z) — ¢(z) = ¢(@nk) — p(z) +0 (1).
Comme z et z,, ;, appartiennent tous deux au segment [0; £+ 1] et que ¢ y est uniformément continue,
car continue et en vertu du théoréme de HEINE, il résulte de x,, ,;, = 2 + 0 (1) (avec o (1) indépendant
de z) qu'on a aussi p(x,x) — ¢(x) = 0 (1) (avec o (1) ne dépendant que de n, mais ni de k ni de z).
Ainsi on a B, (z) — ¢(x) = 0 (1), i.e. il existe un entier naturel ny tel que, pour tout entier n vérifiant

n > nq, on ait | SuP,efo.r] | B, () — ¢(x)] < %

11.C

Soit ¢ dans R . On applique ce qui précede a € = 2¢(¢), ce qui permet de prendre le méme ¢ que fixé
ici pour appliquer les résultats de la sous-partie précédente. On note ng Ientier ny obtenu dans cette

€
sous-partie. Comme ¢ appartient a [0;£], on a en particulier, pour n > na, |Bn(£) — p(£)| < 5= w(0)
et donc, par inégalité triangulaire | B, (£) < 2p(¥).
Remarque : le réel £ avait été fixé pour le restant de la partie par le sujet, il ne saurait donc varier.
Soit € dans R%. On fixe ¢, n; et ny comme précédemment et on pose ng = max(ni,nz). Pour n
€
dans N* avec n > ng, on a donc |B,(z) — p(z)] < = < € pour = dans [0;£]. Pour z > ¢, on a,

par décroissance de B,, sur Ry, By,(z) € [0; Bo(0)] C [0;20(¢) ] et, également par décroissance de
o sur Ry, o(x) € [0;0(0) ], de sorte que |By(z) — ¢(z)| < 2p(f) = €. On en déduit A,, < ¢ et donc

‘ (An),en- converge vers 0. ‘

PARTIE III - Applications

III.A - Théoréme central limite

Puisque les suites (uy)nen= €t (vn)nen+) convergent, elles sont bornées. On note [a;b] un segment
contenant tous leurs termes, de sorte que [a;b] contient également u et v. Par relation de CHASLES et

inégalité triangulaire, on a pour tout n dans N*
[ t@as | [ faas

/ ) do = [ fia)da| <

et donc, puisque des fonctions continues par morceaux sont bornées sur tout compact et en notant
|-l la norme uniforme sur [a;b], il vient par inégalité de la moyenne

/uin fn(x)de — /uv f(z)da

par hypothése sur les suites (f,), (u,) et (vy). Ainsi| lim / ' fn(z)de = / f(z)da.

n—-+oo

+ +

) = s

n

<0 =a)llfa = flloo + 1 flloe (fun = ul + on = v]) = 0 (1)

Soit n dans N*. Par définition de X, % suit une loi de BERNOULLI de parametre % Par indépendance

des (X;), il résulte du lemme des coalitions que 7}, suit une loi binomiale de paramétre (n, 3). Puisque,

pour j dans [0;n], B, est constante égale a @P (T, = j) sur lintervalle de longueur % centré en

T, i+1/vn
Ty, j, il vient directement | P (T;, = j) = / B, (z)dz.
-’En,j_l/\/E
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Q 30.

Q 31.

Q 32.

Soit n dans N*. On a

u<

<o n+2\/ﬁu§Tn§n+2\/ﬁv

Bk

etdoncP( T >P(Tn€Jn),soit P(u<<v> ZP T.=17).

JE€JIn

Onan—|—2\/ﬁuNn—|—2\/7w _n

et donc, pour n assez grand on a J, = Z N [n—l—Q\/ﬁu; n—|—2\/7w ]

n++vnv n+nu o v-—

2
de longueur supérieure a 1 et contient donc au moins un entier. On en déduit que pour n assez grand

Jn, est non vide. Soit donc n un tel élément de N*. On remarque également que J, est un intervalle
entier borné, en tant qu’intersection d’un intervalle réel et d’un intervalle entier borné. On peut ainsi
définir a,, = min J,, b, = max Jy, up = Tpqa, — ﬁ et vy, = Tpp, + ﬁ Il résulte des deux questions

Sn Un
< —< =
P(u\/ﬁv> /un B, (z)dx

n++/nu n++/nu
2

San§T+1etdOnCu§un§u+%’et

U
Comme on a également v/n, Vintervalle précédent est asymptotiquement

précédentes qu’on a

Puisque J,, est un intervalle entier, on a

mutatis mutandis v > vy, > vV — % En particulier limwu,, = u et limwv,, = v. On peut donc appliquer

la question 28 avec I = R, f, = B,, et f = ¢, en vertu de la partie II puisqu’on a affaire a des
fonctions continues par morceaux sur R avec (f,) convergeant uniformément vers f. On en déduit

. S\ [
nEIEOOP (u < N < v) 7/11, o(z)dz.

Soit € dans R On choisit v strictement supérieur & u tel que v% <eet0<1—P(v) <eg cequiest
licite d’apres les questions 10 et 11. Pour un tel v, d’aprés ce qui précede, on dispose de ng dans N*

P <u < j% < v) — /u o(x) dx‘ < e. On en déduit, pour un tel n,

tel que pour n > ng on a

P(uﬁj%) 2P<u§ j%gv) 2/uvga(a:)dx—ezfjoocp(x)dx—%.

Par ailleurs puisque S, est une somme de variables indépendantes, il résulte de la linéarité de I’espérance
et de lidentité de KOENIG-HUYGHENS, E(S,) = 0 et V(S,) = n, et donc, d’aprés l'inégalité de

BiENAYME-TCHEBYCHEV, P (S—\/% > v) < — < e. Par additivité de la probabilité, il en résulte
v

Sn Sn v “+o00
< =)< < =< < <
P(u_\/ﬁ>_P<u_\/ﬁ_v)+s_/ucp(a:)dx+25_/u o(z)dz + 2¢

par positivité de ¢ et croissance de I'intégrale. On en conclut |lim,, ., P (u < %) =1—d(u).

II1.B - Critére de tension

En reprenant les notations de la question précédente on a, par linéarité de la limite et additivité de

Sy Sn

s < Pn o 1 _ < Pn .

la probabilité, nEIJrrlooP (u < 7n < v) 1—®(u) — (1 —2(v)) nngrrlooP <u S7n S v), et donc

Sn Sn .

lim P ( = v) = 0. Toujours par additivité, il vient lim P (u > ) = ®(u) et donc aussi,
n—+o00 \/ﬁ n—-+o00o \/ﬁ
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Q 33.

avec le calcul précédent, lirf P <u > > = ®(u). Comme, pour n dans N* et x dans [1; +oo[, on
n——+00

S

a (en dénotant par + la réunion disjointe

5l 2 ov) = (S22 0) + (52 < )

il vient par linéarité de la limite liT P (|Sn\ > x\/ﬁ) =1—®(z)+ P(—z) = 2(1 — ®(x)), par parité
n——+0o0

~

de . 1l résulte de la question 10 que z%(1 — ®(z)) = o (1) au voisinage de I'infini, par croissances
comparées, et donc il existe xg supérieur a 1 tel que 'on ait, pour z > xq, 'existence de n, dans N*

tel que pour n > n, on ait ’x2P (|Sn] = zy/n) <e. ‘

Soit p dans [1;n]. Si p > n, alors on a, par croissance de la probabilité et positivité de z2,
°P (|Sp| > x\/ﬁ) < i (‘Sp| > f\/@ <e
d’apres ce qui précede. Sinon, d’aprés 1'inégalité de BIENAYME-TCHEBYCHEV déja utilisée, il vient

2P (|8, > av/m) < 2 <

T
— <e.
n N —

Par indépendance des (X;) on peut donc appliquer la question 17 et obtenir
‘sz (maxi<p<n |Sp| > 3zy/n) < 3e. ‘




