PREMIERE COMPOSITION DE MATHEMATIQUES
CENTRALESUPELEC MP 1991

Préambule

Pour tout entier naturel k£ on définit le polynéme I'y, par :

X(X -1)
2 )

X(X—1)... (X —k+1)
k!

Ip=1, I''=X, Ts= Iy =

Le but du probleme est d’étudier quelques propriétés de ces polynomes et des séries du type Y a,I',(z) ol
x est une variable réelle et (an)n>0 une suite réelle.

PARTIE 1

On étudie dans cette partie quelques propriétés des polynomes I'.

I.1) Montrer que pour tout entier relatif x, I'y(x) est aussi un entier relatif. Calculer T'y (k) et T'x(—1).
1.2) Etablir pour tout entier n > 1 les formules : nT',(X) = (X —n+ 1)1 (X) et T, (X +1) =T, (X) =
r,_1(X).
1.3) Soit un polynéme @ de degré n. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes.
— Pour tout entier relatif x, Q(z) est un entier relatif.
— 1l existe n + 1 entiers relatifs consécutifs g, ..., x, tels que les Q(x;) soient des entiers relatifs.
— 1l existe des entiers relatifs ag, a1, ..., a, tels que Q(X) =ag + a1T'1(X) + -+ 4+ a,I'n(X).

On pourra observer que tout polynéme est une combinaison linéaire des polyndmes I'y, et raisonner
par récurrence sur le degré de Q.

1.4) Soit une fraction rationnelle F' = P/Q, ou P et @ sont deux polyndmes réels. On suppose qu’il existe
un entier N tel que, pour tout n entier au moins égal & N, F'(n) soit entier relatif. Montrer que F' est
un polyndéme satisfaisant aux conditions de 3. On pourra utiliser une récurrence sur d, d désignant le
degré de F', c’est-a-dire la différence entre le degré de P et le degré de Q.

PARTIE II

I1.1) Soit f une application de [a; 400 dans R, ot @ < 0.

a) Montrer qu’il existe une suite de réels (a,)n>0 et une seule possédant la propriété suivante : pour

n
tout n, la fonction f(z)— Z ar'k(z) est nulle pour x égal aux n+1 entiers consécutifs 0,1,2,...,n.
k=0

La suite (a,),>0 sera dite suite associée a la fonction f.
b) Montrer que la suite associée & la fonction z — 0%, (b > 0), est a,, = (b —1)".

I1.2) a) On suppose de plus ici que f est de classe C*°. On donne un réel x > «. Montrer qu’il existe, pour

N
tout entier naturel N, un réel 0 tel que : f(z) = Z arTi (@) + Dy () FVHD(6).
k=0

N
On pourra utiliser la fonction auxiliaire qui a ¢ associe f(t) — Z arpli(t) — AT 41(t) ot A est une
k=0

constante convenablement choisie et appliquer le théoreme de ROLLE.
b) En déduire que, pour tout n entier naturel, il existe un réel positif A, tel que a, = f™(\,).

I1.3) Caractériser les nombres réels r possédant la propriété suivante : pour tout entier strictement positif n,
n" est un entier. On pourra, p étant un entier naturel, utiliser la suite associée a la fonction x — (p+x)",
et faire tendre p vers +o0.



PARTIE III

Soit (an)n>0 une suite donnée de nombres réels. On lui associe la série > a,I'y(z). Dans cette partie, on
étudie les propriétés de cette série.

III1.1) Soit x un réel fixé, non égal & un entier naturel. On considere la suite (n)n>1 définie par u, =
n? Iy (2)].
a) Etudier, selon le réel p, la nature de la série de terme général u,, = In(pnt1) — In(py).

b) Que peut-on en conclure pour la suite p,, ? Montrer qu’il existe un réel strictement positif K(z), tel
que 'on ait, quand n tend vers +oo, liIJ1r1 n* T, (x)| = K(z). On ne cherchera pas a calculer
n—-+oo

K(x).
II1.2) Soit f une application de classe infinie de R, dans R vérifiant la propriété suivante : il existe un entier

naturel ng, tel que pour tout y positif et tout entier n supérieur ou égal a ny, |f(”)(y)| < Mn, M étant
une constante strictement positive.

a) Soit (an)n>0 la suite associée & f, selon la définition donnée en II.1a. Montrer que I'on a pour tout
+oo
réel positif = : f(z) = Z anly ().
n=0

b) Que peut-on dire de f si cette fonction est nulle pour tout entier naturel ?

IT1.3) Soit x et y deux réels, tous deux distincts d’un entier naturel. On suppose y > x. Que dire de la série
S aply(y) sila série > a, Iy (x) converge absolument ?
II1.4) Soit zo un réel non entier naturel, b un entier strictement supérieur a |zg|. Soit z un réel appartenant
a |zo;b]. On pose wy,(z) = Ty () /T (z0).
a) Etablir que la suite (w,(z)),>5 est monotone et tend vers zéro.
b) En déduire l'existence d'une constante K telle que, pour tout x appartenant a [zo;b], et pour tout
n > b, [T(@)] < K [u(ao)]-

¢) Montrer que, si la série Y a,I',,(zo) converge absolument, alors la série Y a,,I',,(z) converge norma-
lement sur tout compact de [zg; +o0].

On admet le théoréme (T') suivant
Soit une série numérique convergente > A, et une suite (V;,)n,>0 d’applications d’un intervalle I dans R,
telle que :

— pour tout z de I, la suite n +— V,,(z) est décroissante
— il existe M réel tel que, pour tout x de I et tout n entier naturel : |V, (z)| < M
alors la série de fonctions ) A, V;,(x) converge uniformément dans I.

II1.5) a) Déduire de ce théoreme que, si la série Y a,I'y(z) converge en un point z¢ (xo non entier naturel),
alors elle converge uniformément sur tout compact de [zg; +oo|.

b) Montrer de plus qu’il y a convergence absolue sur |z + 1; 4+00[.

II1.6) On considére, dans cette question, la série >~ AT, (z).
a) On suppose |h| < 1. Pour quels z la série est-elle convergente ? Quelle est alors sa somme ?
b) Que se passe-t-il lorsque |h| > 17

¢) On prend h = 1. Pour quels x la série converge-t-elle ? Montrer que la somme est égale & 2*. On
n
pourra appliquer I1.2a et s’en servir pour déterminer le signe de 2% — Z Ty ().
k=0
d) On prend h = —1. Pour quels z la série Y (—1)"T',,(z) est-elle absolument convergente ? Pour quels
x est-elle convergente ? Soit o(x) sa somme; donner o(z) lorsque x est entier naturel.



“+o0
e) On fixe x strictement positif, et 'on pose, t décrivant [0;1] : o, (t) = Z(—l)"t”l“n(x). Reconnaitre,
n=0
pour ¢ # 1, cette fonction. Etablir que la série ci-dessus converge normalement en ¢ sur [0;1]. En
déduire o(z).

PARTIE IV

0

On considére dans cette partie des fonctions de la forme f(z) = / (1+¢)*h(t) dt ot h est une application
—1

continue de [ — 1;0] dans R.

+oo 0
IV.1) Montrer que, pour z > 0, on a la relation : f(z) = Z </ t"h(t) dt> L, (x). (1)
n=0 -1

IV.2) h désigne une fonction définie et continue sur [ —1;0]. On suppose = > 0. Etablir 4 Paide de la formule
de TAYLOR avec reste sous forme d’intégrale la relation, pour tout entier N

t N
t—u
(1+1¢)" t"T () + R (t W Ry(t,z)=(N+1)r 1+u)* 'du.
+ Z Rl ot Ru(tn) = (V4 D) [ (F55) 0w
0
IV.3) Conservant les hypotheses du 2 on étudie ici J\}im h(t)Rn(t,x) dt.
—oo J_4

a) A l'aide du changement de variable s = — Y établir pour |t| < 1
u

Ra(t,2) = (N + )Ty (2)(1 +t)w/0 (s+ 1)1V ds .

t t
b) En posant rn(t) = / (s+ 1) sV ds et H(t) = / (14 s)®h(s) ds, établir, a l'aide d’une inté-
0 -1

gration par parties :

0 0
/ Ry (t,z)h(t)dt = —(N + 1)1“N+1(x)/ HE)(1+t)" 4N dt .
—1 -1

¢) Montrer que Papplication ¢ — H(¢)(1 +t)~*~! est bornée.
d) Etendre les résultats au cas 2 > —1 et en déduire que la relation (1) est vérifiée pour z > —1.
IV.4) On prend ici h(t) = (1 +t)*, o A > 0.

a) Pour quelles valeurs de x 'intégrale définissant f a-t-elle un sens?
0

b) Calculer a,, = / t"h(t) dt pour tout n entier naturel.
—1

¢) Etablir, pour x > —1 la relation : f(z) = Z anl'y (). (2)

n=0

d) En utilisant les poles et les zéros de la différence f(z Z anT'y(x), déterminer les valeurs réelles

de 2 pour lesquelles la relation (2) est valable.
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PARTIE 1

L1) Pour z et k dans N, on a [y(—2) = T(z) = 1si k = 0, Tp(~2) = (-D*("H") si k > 0,

Pi(z) = 0si @ < k et Dp(x) = (§) sinon. Il en résulte que, pour z dans Z, ‘Fk(x) est entier‘ et

Tu(k) = 1t Ty(=1) = (—1)*|

n—1

1
m H(X — k) et en particulier, par définition de TI'g
" k=0

etde oy sin>1,|nl,=(X—n+ 1)Fn_1.‘ On a également nI',, = XT',,_1(X — 1) et donc, en

composant cette égalité avec X 41 et en retranchant la précédente, il vient n(I',,(X +1)—T,) = nl',,—1

1.2) Pour n entier supérieur & 1, on a nl',, =

et donc, puisque n est non nul, ‘Fn(X +1)-T,=T,_1. ‘

1.3) Pour m entier et P dans R[X], on note
— Py(P):x€Z= P(z) € Z,
— Po(Pm) :3x € ZVEk e [0;m] P(x+k)€Z

m
— Pg(]D7 m) : H(Gk)ogkgm cZmtl p= Zakfk.

k=0
Tautologiquement, pour tous m entier et P dans R[X], P;(P) = P3(P,m). La question 1 donne
également P3(P,m) = P1(P). On va donc démontrer par récurrence sur m le prédicat donné par
VP € R,[X] Pa(P,m) = P3(P,m), afin de conclure. Pour m = 0, 'assertion est directe car un
polyndme constant prend une valeur entiere si et seulement s’il est constant égal a un entier a, et il est
alors égal a al’y.
Soit alors m dans N et P dans Ry, +1[X] tels que Po(P, m+1) soit vrai. On dispose de x dans Z tel que
VEk € [0;m + 1] P(z+k) € Z. Alors P(X+1)— P est de degré au plus m car son coefficient de degré m+1

est nul, prend des valeurs entiéres en x + k pour k dans [0;m], i.e. Po(P(X 4+ 1) — P,m) est vrai. Sile
m—+1

prédicat est vrai au rang m, on dispose de (ag)1<k<m+1 dans Z™ ! tel que P(X +1)— P = Z arlr_1
k=1

m+1
et donc, d’apres la question précédente, en posant R = P — ZJF apl'y,ona R(X+1)—R=0.1
en résulte que R — R(0) est nul sur les entiers et, admettantkljrlle infinité de racines, est donc nul.
m+1
Autrement dit R est constant. Si on note ag cette constante, on a alors P = ZJF arl'i. En évaluant
en z, il en résulte que ag est entier et ainsi P3(P,m + 1) est vrai. Ceci achéveklz; récurrence et donc

‘ les trois conditions sont équivalentes. ‘

I.4) On note A lapplication linéaire qui a une fraction rationnelle R associe R(X + 1) — R. Pour U et
V dans R[X], avec V non nul, et R = ¥, on a A(R) = V(A)((LQU - Rv?)((‘i)n et deg(A(U)) est égal
a —oo ou deg(U) — 1 selon que U est constant ou pas. En particulier deg(A(R)) est strictement
inférieur & deg(R) sauf si R = 0. On en déduit qu’on dispose de d entier tel que deg(A?(F)) soit de
degré strictement négatif, en prenant d = 0 si deg(F) < 0 et d = deg(F') + 1 sinon. Soit alors N
comme dans 1’énoncé, il vient que, pour tout entier n supérieur ou égal & N, AY(F)(n) est entier.
Par définition du degré on a lim ., A%(F) = 0 et donc on dispose de M entier tel que, pour n
supérieur ou égal & M, A%(F)(n) = 0. Ayant une infinité de racines A4(F) est la fraction rationnelle
nulle. Comme Ker(A) = Rg[X], on en déduit que la dimension de Ker(A?) est inférieure a d, et
donc Ker(A%) = Rgy_1[X] par inclusion et par dimension. Il résulte de la question précédente que

‘ F' est un polynome vérifiant les conditions de la question 3.




PREMIERE COMPOSITION DE MATHEMATIQUES — CENTRALESUPELEC MP 1991 Corrigé

PARTIE I1
I1.1) a) Pour n et m entiers avec 0 < m < n et (ax)ren une suite de réels, on a Z arl'k(m Z arl'i(m
k=0
par définition des (I'x), avec I';,(m) = 1 d’apres la question I.1. La propriété voulue est donc

équivalente & : Vm € N a,,, = f(m)— Z arT'r(m), avec la convention qu’une somme vide est nulle
0<k<m

i.e. ag = f(0). Par unicité de la construction par récurrence, ‘une telle suite existe et est unique. ‘

b) Par définition des (I'y) la propriété précédente est équivalente & Vm € N f(m) = Z <7:) ay.
k=0

n
Comme pour m entier on a " = ((b—1)+1)™ = Z (T:) (b —1)*, d’aprés la formule du binéme
k=0
de NEWTON, il résulte de I'unicité précédente que ’ la suite associée a x — b* est ((b— 1)")neN-. ‘

I1.2) a) Si z est un entier entre 0 et N, alors tout réel # dans le domaine de définition de f convient.
Sinon I'y41(z) est non nul et on dispose d’un unique réel A tel que la fonction auxiliaire suggérée
par I’énoncé s’annule en z. On note g cette fonction. Par définition de I'y41 et en vertu de la
question précédente, g s’annule aussi sur les entiers entre 0 et N. Comme par ailleurs f est de
classe C™ sur [a;+oo[ tout comme toute fonction polynomiale, g est de classe C*°, et donc en
particulier de classe CV*t1, de sorte qu’on peut appliquer le théoréme de ROLLE pour obtenir N
points distincts d’annulation de g’, N — 1 points distincts d’annulation de ¢ etc. jusqu’a obtenir
un point d’annulation de gVt . Or g(N+1) = f(N+1) _ A puisque les polynémes intervenant dans
la définition de f sont tous de degré strlctement inférieur & N + 1 a Pexception de I'y41, qui est de

degré N + 1 et de coefficient dominant [eFs +1 . On en conclut qu’on dispose de 6 réel, compris entre

min(0,z) et max(N, z), tel que A = fN+D(0), ie. | f(z) = Z arle(z) + Dy () FVHD(6).

b) Pour x = N + 1, la question précédente fournit 6 entre 0 et N + 1 tel que f(z Zaka

FODOT vy (z) sannule pour = N + 1 et donc pour tou x dans [0; N + 1], par définition
de I'y41 et d’apres la question précédente. Par unicité de la suite associée, on en déduit ayy1 =
FNFD(9). Par ailleurs on a ag = f(0) et donc, pour tout entier naturel n, on dispose de \,, réel tel

que | A, >0et a, = f(”)()\n).

I1.3) Pour p entier naturel non nul, on note (a'”’) la suite associée & la fonction fp,r définie sur [ — p; +oo
par fp(x) = (p+ x)". Si r est un réel tel que n” est entier pour tout n dans N*, alors la définition
par récurrence obtenue en question la entraine a? = (p+n) — Z agl'y(m) € Z. Comme f,,
0<k<n
est de classe C°, avec f, . = rfp 1. Plus généralement pour n dans N, on a f,S 7) =0sire Net
n>r, et f,S’;) =n! Ty (r) fp.r—n en tout généralité, puisque I',, () est nul si 7 € N et n > r. La question
précédente montre que pour n et p entiers, avec 0 < p et r < n, on dispose d’un réel positif /\st ) tel que
a'? = n! L.(r)(p+ AP ))T’”. Par décroissance des fonctions puissances d’exposant négatif, il en résulte

‘aﬁf’) < n! |Tp(r)|p"~™ et donc lim, a{’ = 0. Comme on a affaire & des entiers, on a donc al?’) = 0

a partir d’un certain rang. Ceci impose T',, (1) = 0 et donc r est entier. La réciproque étant directe
[Vn e N*n” e N<=r e N.|
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IIL1) a)

b)

I11.2) a)

b)

PARTIE III
" 1\’ |z — n
D’aprés la question 1.2, il vient pour n entier naturel HEotl _ (4 + > |z — 7] et done Pntl —
L, n n+1 Pn
1 1 . 1 1 s . N
I+(p—2-1)—+0(—),puisu, =(p—2—1)=+0 | — |. On en déduit, par comparaison a
n n n n

une série de RIEMANN entre séries de termes de signe constant que

’ > u, converge si et seulement si p = x + 1, et sinon »_ u,, diverge vers sgn(p — z — 1)oo. ‘

Puisqu’on a affaire & une série télescopique, on en déduit que (In(u,)) diverge vers —oo, converge
ou diverge vers +oo selon que p est strictement inférieur, égal ou strictement supérieur a x + 1. Par
continuité ou limite de I’exponentielle, on en déduit

’hm,un:0$ip<ac—i—17 limp, e R sip=x+1et lim,un:—i—oosinon.‘

En particulier, il existe K (z) réel tel que ’ K(x) > 0 et limn®™ T, (2)| = K(z). ‘

D’aprées la question II.2a, les hypotheses faites sur f et la question précédente, on a pour z réel

positif non entier f(z) — Z axl'k(z) =0 ((n+1)n~""') =0 (n™*) = o (1). Pour = dans N, pour
k=0

n —+oo
n>x,ona f(z)= Z arT'i(z) et donc, pour tout réel positif, | f(z) = Zakf‘k(x).
k=0 k=0

Au vu de la définition par récurrence de sa suite associée, si f est nulle sur IN, sa suite associée 1’est

aussi et donc, sous les hypotheses de cette question, ‘ f est alors nulle. ‘

I11.3) D’apres la question IIL1b on a I',(y) = O (n™¥~!) = o (|['n(z)|) et donc, par comparaison entre séries

de termes positifs, si > a, ', (x) converge absolument, ‘ > a, 'y (y) converge absolument. ‘

111.4) a)

I11.5) a)

Pour n entier, si n > b alors n > xg et n > x, puis n > x car x n’est pas entier. On en déduit que
Wpy1(r)  x—n
wp(2) Tog—n

(wn(x))n>p est bien définie et non nulle, et pour n entier supérieur & b, on a

Wn+1 (x)
Wn (2)
et décroit strictement en valeur absolue. En particulier‘ (wn(x))n>p est monotone ‘ et, d’aprés I11.1Db,

est équivalent en valeur absolue a é(((;o)) n*~* En particulier | lim w,, (z) = 0.

Si x est entier, on a I',,(x) = 0 pour n > x. Par monotonie, pour n entier supérieur a b et = dans
]zo;b] non entier, on a |w,(x)] < |wy(z)]. Puisqu’on a affaire & une fonction polynomiale donc

d’apres la question 1.2, et donc 0 < < 1. La suite (wy,(x))n>p garde donc un signe constant

continue, en vertu du théoreme de WEIERSTRASS, la fonction est bornée sur [z0;b]. On note

b{Zo
K une borne en valeur absolue et il vient |wy, (z)] < K pour x dans Jzo;b], i.e. [Tn(z)| < K |Tp(z0)],
pour x entier ou non. Comme la fonction polynomiale précédente vaut 1 en xg, on a 1 < K et donc

la majoration s’étend de ]zo;b] a [xo;0] : ‘Vm € [zo;0] Vn > b [Ty ()] < K [Th(x0)]- ‘

Soit I un compact de [xg;+o0o[. On dispose de b tel que I est inclus dans [z;b]. La question
précédente montre ||a,I'ynll; oo = O (JanI'n(z0)|) et donc, par comparaison entre séries & termes

positifs, |si > a,I'y(x0) converge absolument, > a,I';, converge normalement sur 1. ‘

Soit I un compact de [zg;+oc[. On dispose de b tel que I est inclus dans [zo;b]. On reprend
les notations de la question précédente. En particulier la suite (wy,(z)),>p est de signe constant
indépendant de x dans I. On le note €. On applique alors le théoréme & A, = €a,, 'y (20) et V,, = |wa|.
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b)

1IL6) a)

La décroissance de (V;,(zo))n>p provient du fait que c’est une suite constante, les autres hypothéses
de (T') résultent des questions I11.4a et II1.4b. Donc

’ si > anpl'y (o) converge absolument, Y a,I'y, converge uniformément sur 1. ‘

Toujours avec les mémes notations, pour x > xo + 1, on a

— 1 1
Wn1(z)  n-—z 14 (zo—2)— +0 (2)
n n

wy, () n — xo

et donc In(|wn41(2)]) — In(Jwn(2)]) + (z — 20) L est le terme général d’une série convergente. Par
comparaison entre série et intégrale, i.e. théoréme de MACLAURIN, la série de terme général —% +
In(n + 1) — In(n) converge et on conclut que la série de terme général In((n + 1)*~%° |wy,11(x)]) —
In(n®=%0 |w,, (x)|) converge. Par sommation télescopique on en déduit que la suite (In(n*=%° |w, (x)|))
converge. Par continuité de I’exponentielle la suite (n”~*° |w,(x)|) converge dans R’ . Par com-
paraison entre séries & termes positifs & une série de RIEMANN convergente, > w,(z) converge
absolument. Enfin comme Y a,I';(z¢) converge simplement, on a a,I's(xo) = o(1) et on en
déduit a,I'y(x) = o (Jw,(x)]). Par comparaison entre séries & termes positifs, on conclut que

’ > a, 'y (x) converge absolument si x > xg + 1. ‘

On reconnait le développement en série entiére en 0 de la fonction h +— (1 + h)*, pour = réel, dont
le rayon de convergence est 1, sauf si x est entier naturel auquel cas c’est +o0 :

+oo
VoeeRVhe]-1L1[ (1+h)"=> Tu(x)h",
n=0

et donc ‘ la somme converge pour tout réel x et vaut (1 4 h)®. ‘

En vertu de III.1b, par croissance comparée, il y a divergence grossiére lorsque x n’est pas entier na-

turel. Sinon la somme est finie et donc ‘ la somme converge uniquement lorsque x est entier naturel.

En vertu de III.1b la série diverge grossierement pour x < —1. Pour « > —1 la série est alternée et
décroit en valeur absolue, le tout a partir d’un certain rang. Elle vérifie donc le critére de LEIBNIZ
toujours grace a la question III.1b. Donc ‘1a série converge si et seulement si x > —1. ‘ D’apres la

n
formule donnée en II.2a et en vertu de Il.1a, pour z > —1, 2% — Z Ty (z) est du signe de I'y 1 ()
k=0
et est donc alterné. On en déduit par passage a la limite sur les sommes de rangs pair et impair

—+o0 —+oo
ZFT,(I) <27 <L ZF,,,(:L’) et donc ‘ la somme est 2%. ‘
k=0 k=0

En vertu de III.1b la série converge absolument si et seulement si x > 0, et diverge grossierement
pour z < —1. Pour x dans |—1;0[, la série est & termes de signe constant et donc diverge. Autrement

dit ‘la convergence simple ou absolue a lieu pour z > 0. ‘ Pour x entier naturel les calculs de II.1b

sont valides y compris pour b = 0. On en déduit ‘ o(z) = 04,0 pour z dans N. ‘

En vertu de la question III.6a, pour ¢ # 1, on a ’gpm(t) =(1- t)‘r‘ et puisque la norme de la

convergence uniforme sur [0; 1] des termes de la série est donnée par |T',,(z)], il résulte de la question

précédente qu’il y a ‘ convergence normale sur [0;1]. ‘ On peut donc intervertir la sommation avec

le passage a la limite en t = 1. Comme x > 0, on a m




