PREMIERE COMPOSITION DE MATHEMATIQUES
ECP MP 1996

On note F l'ensemble des fonctions a valeurs dans R définies sur R et £ le sous-ensemble de F
formé des fonctions lipschitziennes, c’est-a-dire des fonctions ¢ pour lesquelles existe une constante
K, positive telle que )

V(z,y) eR, [p(x) — )| < K|z —yl .
On a pour but, dans ce probleme, de rechercher les fonctions F' dans L telles que

VeeR, F(x)—AF(z+a)=f(z), (1)

ou f est une fonction de £ donnée et ou a et A sont deux réels non nuls donnés.
Les parties III et IV sont largement indépendantes.

PARTIE I - Question préliminaire

Soit F' dans F vérifiant (1). Montrer que, pour tout x réel et tout n entier naturel non nul, on a

n—1

F(z) = \"F(z +na) + >_ A f(z + ka) (2)
k=0

F(z) =XA""F(z —na) — Z AR f(x - ka) . (3)
k=1

PARTIE II - Quelques propriétés des fonctions lipschitziennes

I1.1) Montrer que £ est un sous-espace vectoriel réel de F.

I1.2) Soit f dans F dérivable. Montrer que, pour que f appartienne a L, il faut et il suffit que sa
dérivée f’ soit bornée.

I1.3) Soit f et g deux fonctions bornées de £, montrer que leur produit fg est aussi une fonction
de L. En est-il de méme si f et g ne sont pas toutes les deux bornées ?

I1.4) Soit f dans £. Montrer l’existence de deux réels positifs A et B tels qu’on ait
VeeR, |f(zx)|<Alzx|+B. (4)

I1.5) Soit f dans F. On suppose qu’existe un réel positif M tel que, pour tous z et y réels vérifiant
0<z—-y<l,ona|f(z)— f(y)| < M|z —y|. Démontrer que f appartient a L.

PARTIE III - Etude de (1) pour |\ # 1

ITI.A - On suppose dans cette sous-partie |\| < 1.
IIL.A.1)

a) Montrer que, pour tout z réel, la série > A" f(z + na) est absolument convergente (on
pourra utiliser (4)).



b) En déduire qu’il existe une, et une seule, fonction F' dans £ vérifiant (1) et que F' est
donnée par

“+oo
F(z) = Z N f(x + na) .
n=0

I11.A.2) Etude de trois cas particuliers

a) On suppose que f est la fonction f; définie par fi(z) = 1. Montrer f; € L et déterminer la
fonction Fy correspondante.

b) On suppose que f est la fonction fo définie par fo(x) = cos(x). Montrer fy € L et que la
fonction F5 correspondante est donnée par

cos(z) — Acos(z — a)

Falw) = 1 —2Xcos(a) + A\? (5)

¢) Onsuppose que f est la fonction f3 définie par f3(z) = sin(x). Montrer f3 € £ et déterminer
la fonction F3 correspondante.

ITI.B - On suppose dans cette sous-partie || > 1.
II1.B.1)
a) Montrer que, pour tout z réel, la série >_,~1 A™" f(z — na) est absolument convergente.

b) En déduire qu’il existe une, et une seule, fonction F' dans £ vérifiant (1) et que F' est
donnée par

+oo
F(z)=— Z A" f(z —na) .
n=1
ITI1.B.2) Dans chacun des trois cas particuliers suivants, déterminer la fonction F; correspondante.
a) Lorsque f est la fonction f; définie par fi(z) = 1.
b) Lorsque f est la fonction fo définie par fa(z) = cos(z).
c¢) Lorsque f est la fonction f3 définie par f3(z) = sin(x).

PARTIE IV - Etude de (1) pour |\ =1

IV.A - On suppose dans cette sous-partie A = 1.
IV.A.1) Montrer que, pour qu’il existe une fonction F' dans £ vérifiant (1), il faut que f soit bornée.
IV.A.2)

a) Montrer, en en explicitant une, qu’il existe des fonctions F' dans £ non nulles vérifiant
VeeR, F(zx)—F(x+a)=0.

b) Soit F' dans £ vérifiant (1). La fonction F' est-elle unique ?
IV.A.3) On suppose dans cette question que f est la fonction définie par f(x) = cos(z).

a) Sicos(a) # 1, montrer qu’en faisant tendre A vers 1 dans la fonction F» donnée par (5), on
obtient une fonction F' dans £ vérifiant (1).

b) Si a = 2m, établir qu’il n’existe aucune fonction F' dans £ vérifiant (1).



IV.B - On suppose dans cette sous-partie A = —1.
IV.B.1)

a) Montrer, en en explicitant une, qu’il existe des fonctions F' dans £ non nulles vérifiant
VeeR, F(x)+F(x+a)=0.

b) Soit F' dans £ vérifiant (1). La fonction F' est-elle unique ?

IV.B.2) On suppose dans cette question que f est la fonction définie par f(z) = cos(x).
a) Si cos(a) # —1, expliciter une fonction F' dan £ vérifiant (1).
b) Si a =, établir qu’il n’existe aucune fonction F' dans £ vérifiant (1).

IV.B.3) On suppose dans cette question qu’on a a = 1 et que f est une fonction dans £ décroissante,
de limite nulle en +oco et & dérivée f’ croissante.

a) Montrer que, pour tout z réel, la série Z(—l)”f(x + n) converge.

b) Montrer qu'’il existe une, et une seule, fonction F' dans £ vérifiant (1) et lim o F = 0.
(Pour établir F' € £, on pourra utiliser la question II.5.)
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PARTIE I - Question préliminaire

Soit z réel et n un entier naturel non nul

n—1
F(z) = N'"F(z+na) = > (WF(@ + ka) = W F(2 + (k +1)a))
k=0

puisqu’on a affaire a une somme télescopique. Il en résulte, d’apres (1),

n—1
F(xz) = A"F(x + na) + Z M f(z + ka)
k=0

n—1
En appliquant ce qui précéde & x — na, il vient F(z —na) = \"F(z) + » MNof(x—(n—k)a) et
k=0

donc, en divisant par A" qui est non nul, et en effectuant un changement d’indice

F(x) =X"F(x —na) — 2": A Ef(x - ka).
k=1

PARTIE II - Quelques propriétés des fonctions lipschitziennes

I1.1) Soit, pour k dans R4, £j Pensemble des fonctions de R dans R lipschitziennes de rapport k.
Par inégalité triangulaire la somme de fonctions dans L; appartient & Lof. De plus si a est
réel et f appartient a Ly, alors af appartient a Lo ;. Comme £ = {Jy>o Ly, L C Fet 0 € L,

il en résulte que ‘E est un sous-espace vectoriel réel de F. ‘

I1.2) Si f” est bornée sur R, alors elle y est continue. Pour x et y réels avec x < y, on peut appliquer
le théoreme de LAGRANGE (dit des accroissements finis) puisque f est continue sur [z;y] et
dérivable sur ]z;y[. On obtient

|f(@) = f)] < sup |f] x |z —y| <sup |f'] x |z —y|
lzsy R
et cette derniere expression est symétrique en x et y et encore valide si x = y car 0 < 0,
donc valide sans restriction sur x et y réels. Donc f est lipschitzienne de rapport sup | f ] et
R

appartient donc a L.
Réciproquement on dispose de k tel que f soit lipschitzienne de rapport k. Alors, pour tous x
fy) — fz)

y—x
vers x en étant distinct de x, il vient puisque f est dérivable en x et la valeur absolue est

continue, |f'(z)| < k et donc f’ est bornée. Autrement dit

et y réels, avec y # x, on a < k et donc, en passant & la limite pour y tendant

‘ f appartient & L si et seulement si sa dérivée est bornée. ‘

I1.3) Puisque f et g sont lipschitziennes bornées, on dispose de k et M dans R tels que f et g
soient lipschitziennes de rapport k et bornées par M, que I'on peut choisir communs a f et g
quitte a les augmenter. Pour x et y dans R, on a ainsi
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et donc, par inégalité triangulaire,

|f(x)g(x) — f(y)g(y)| < 2kM |z —y] .

Il en résulte que ‘ fg appartient a L. ‘

Soit f et g la fonction identité. Elles sont donc lipschitziennes de rapport 1. Néanmoins leur
produit est la fonction carré, qui est dérivable de dérivée non bornée, et donc non lipschitzienne
d’apres ce qui précede. Par conséquent

‘le résultat tombe en défaut si f et g ne sont pas toutes les deux bornées. ‘

I1.4) Puisque f est lipschitzienne, on dispose de A réel positif tel que f soit lipschitzienne de
rapport A. On pose par ailleurs B = |f(0)|. En particulier B est un réel positif. De plus pour
x réel, il vient, par inégalité triangulaire et inégalité de LIPSCHITZ

[f (@) < |f(z) = FO)]+[f(0)] < Afz — 0] + B,

ie.||f(z) < Alz|+ B.|

I1.5) Soit x et y réels. Soit n > |z — y|, ce qui est licite puisque R est archimédien. On pose pour

k
k dans [0;n], xx = x + —(y — x). Il vient par inégalité triangulaire et par hypothese
n

n—1
[f@) = )l < D [f(@rer) = o)l
k=0

n—1

< MZ |Tp+1 — 2| = M |z, — x0]
k=0

puisque tous les termes sont de méme signe, celui de y — x, et donc qu’on a affaire a une
somme télescopique. Il vient |f(z) — f(y)| < M |z — y| et par conséquent ‘ f appartient a L.

PARTIE III - Etude de (1) pour || # 1

II1.A

III.A.1)a) Soit x réel. D’apres (4), on a A" f(x + na) = O(nA"™). De plus, par comparaison a une
série géométrique (régle de D’ALEMBERT), la série & termes strictement positifs Y n A"
est convergente puisque |A| < 1. Il en résulte, par comparaison, que

‘ la série > A" f(z + na) est absolument convergente. ‘

b) Soit z dans R et F' dans £ vérifiant (1). D’apres la question précédente le second terme
du membre de droite de (2) admet une limite quand n tend vers Uinfini. D’apres (4), le
premier terme est dans O(nA") et tend donc vers 0 en l'infini puisque |A| < 1. Il en résulte
que si I existe, il est donné par la formule

+o00

F(z) =Y A'f(z+na).

n=0
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I11.A.2)a)

Réciproquement, d’apres la question précédente, une telle formule définit bien un élément
de F. Il vérifie (1) en séparant le terme d’indice n = 0 dans la somme précédente et en
mettant A en facteur. De plus, pour x et y réels, il vient pour tout N dans N,

N N N K
SN f(z+na) =D N'fly+na)| <D |N"Kflz—y| < : _"CM lz — ]
n=0 n=0 n=0

ou Ky est une constante de LIPSCHITZ pour f, et donc, par passage a la limite en IV,

Fla) = )| < 7205 o=l

Donc F' appartient a L et

il existe une, et une seule, fonction F' dans £ vérifiant (1) et elle est donnée par

“+oo

F(z)= Z A" f(z + na) .

n=0

Puisque f1 est constante, elle est lipschitzienne de rapport nul, donc
1

AT

f1 vérifie (1) pour toute valeur de a et indépendamment de A

Puisque, pour A réel, fi—Af1 = (1—A)f1, il vient pour A distinct de 1,

1
. Autrement dit
f1. Autrement di T 1
distinct de 1. De plus, comme £ est un espace vectoriel, T f1 € L. Par unicité de la
1

T1-

Puisque fs est dérivable a dérivée bornée par 1 il vient, d’apres 11.2,

On remarque que si f est lipschitzienne, alors, pour tout réel t, x — f(x + t) est lipschit-
zienne de méme rapport, puisque ’accroissement des valeurs est contrélé par I'accroissement
de la variable. On remarque de plus que, pour x, a et A réels, on a

f.

solution, il vient | F}

cos(x) — Acos(x — a) — X (cos(z + a) — Acos(x)) = (1 — 2\ cos(a) + M%) cos(x)

puisque cos(z + a) + cos(z — a) = 2 cos(x) cos(a). On remarque de plus

. , 12
1 —2X\cos(a) + A% = (1 — Ae")(1 — Ae ™) = ‘1 — Ae'

et donc cette quantité n’est nulle que si A\ =1eta € 2nZ ousi A = —1 et a € w4+ 277Z.
On en déduit que, sauf dans les cas précédemment cités, la fonction donnée par Fy(x) =

(cos(x) — Acos(x — a)) vérifie (1). De plus, en tant que combinaison li-

1 —2Xcos(a) + A\?
néaire de deux fonctions lipschitziennes, F5 € L.

cos(z) — Acos(z — a)
1 —2Xcos(a) + A2

Par unicité | Fo(z) =
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I11.B
II1.B.1)a)

+o0o
Remarque : d’apres la formule obtenue en I1.1, on a, pour x réel, Fy(x) = Z A" cos(z+na),
=0
i.e. N !
NN et Re(e™(1 — \e™'@))
_ i n_ina | __ _
F5(z) = Re (e nzzo)\ e ) —Re<1_)\em> = 1 i

ce qui est la formule proposée.
Puisque f3 est donnée par fs(x) = fa(z — m/2), d’apres la premiére remarque faite dans la
réponse a la question précédente,

Toujours d’apres cette remarque, la fonction donnée par Fy(xz — m/2) est lipschitzienne et
elle vérifie la méme équation fonctionnelle que F5 en changeant fy en f3, i.e. pour z réel,

sin(x) — Asin(z — a
) — ) —Asin(e — o)
1—2\cos(a) + A
+00
Remarque : d’apres la formule obtenue en I1.1, on a, pour z réel, F3(x) = Z A" sin(z+na),
n=0

i.e. en s’appuyant sur les calculs de la remarque précédente

_ Im(e™(1— Xe ™))
11— heie]?

F3(x)

Soit x réel. D’apres (4), on a A™" f(z — na) = O(nA"). De plus, par comparaison a une
série géométrique (régle de D’ALEMBERT), la série & termes strictement positifs > n |\ ™"
est convergente puisque |A| > 1. Il en résulte, par comparaison, que

la série >°,~1 A™" f(z — na) est absolument convergente.

Soit  dans R et F' dans L vérifiant (1). D’apres la question précédente le second terme
du membre de droite de (3) admet une limite quand n tend vers Uinfini. D’apres (4), le
premier terme est dans O(nA™") et tend donc vers 0 en U'infini puisque |[A| > 1. Il en résulte
que si I existe, il est donné par la formule

+oo
F(z)=— Z A" f(x —na) .
n=1
Réciproquement, d’apres la question précédente, une telle formule définit bien un élément
de F. Il vérifie (1) en séparant le terme d’indice n = 1 dans la somme précédente évaluée
en x + a. De plus, pour z et y réels, il vient pour tout N dans N*,

DA f(@w—na) =Y A" fly—na)| <Y AN Kylo—y| < BYE |z =yl
n=1 n=1 n=1

ou Ky est une constante de Lipschitz pour f, et donc, par passage a la limite en N,

F@) = F)| < 72 o=l
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Donc F' appartient a £ et

il existe une, et une seule, fonction F' dans £ vérifiant (1) et elle est donnée par

+o00
F(z)= —Z)f”f(:n—na).
n=1

IT1.B.2) Les justifications apportées dans la sous-partie précédente montrent que f1, fo et f3 appar-
tiennent a L et que les équations vérifiées par Fy, Fb et F3 sont indépendantes de a et A sous
certaines conditions, & savoir A # 1 pour Fy et A # e pour I, et F.

1

D)

a) Par unicité de la solution et la remarque précédente, | F}

fr.

cos(x) — Acos(x — a)
1 —2Xcos(a) + A2

b) Par unicité de la solution et la remarque précédente, | Fp(x) =

: ~Nsin(z —
c¢) Par unicité de la solution et la remarque précédente, | F3(x) = 511n(_m)2 3 CO:EZ)(Z /\;L )

PARTIE IV - Etude de (1) pour |\| =1

IV.A
IV.A.1) Soit F vérifiant (1), Kp une constante de Lipschitz pour F' et z un réel. On a donc

[f(2)] = [F(z) = F(z + a)] < KF|a]

IV.A.2)a) Toute fonction constante, par exemple f1, est lispchitzienne (de rapport 0) et a-périodique,
donc

‘il existe des fonctions F' dans £ non nulles vérifiant Vo € R, F(z) — F(x 4+ a) = 0. ‘

b) Puisque £ est un espace vectoriel F' + f; appartient a £ et, d’apres ce qui précede, F' + f;

vérifie (1). Il en résulte que |la fonction F' n’est pas unique. ‘

IV.A.3)a) Les justifications apportées dans la partie précédente montrent que fo appartient a £ et que

I’équation vérifiée par Fy est indépendante de a et A a condition d’avoir A # e'*. Comme

cos(z) — cos(x — a)
2(1 — cos(a))

cos(a) # 1, cette condition est bien vérifiée. La fonction donnée par
est donc une solution, ou encore en simplifiant I’expression,
3 a
_sin(z + 3)
3 a
2sin(5)

la fonction F' donnée par F(x) = appartient a £ et vérifie (1).

b) Pour x et y réels et n dans N, on obtient grace a (2),

F(z)— F(y) — F(x + 2nm) + F(y + 2nm) = n(cos(x) — cos(y))
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IV.B
IV.B.1)a)

IV.B.2)a)

IV.B.3)a)

ou encore, par inégalité triangulaire,

|cos(z) — cos(y)| < — (\F( ) — F(y)| + |-F(z + 2n7) + F(y + 2n7)|)

et donc, si F' est lipschitzienne de rapport k, on en déduit que cos est lipschitzienne de
rapport 2k/n. Comme cos n’est pas constante, ceci est impossible.

‘Il n’existe aucune fonction F' dans £ vérifiant (1). ‘

T
On pose, pour z réel, Fy(z) = cos < ) Puisque F, a dérivée bornée par —, il appartient
a

a L. Comme F,(0) =1, Fj, est non nul et de plus, pour z réel, on a

Fy(z) + Fy(x + a) = cos <7Tx) + cos (ﬂx + 7r> =0,
a a

donc ‘Fa est une fonction dans £ non nulle et vérifiant Vo € R, F,(z) + Fy(xz +a) = 0. ‘

Puisque £ est un espace vectoriel F' + F, appartient a L et, d’apres ce qui précede, F' + Fy

vérifie (1). Il en résulte que |la fonction F' n’est pas unique. ‘

Les justifications apportées dans la partie précédente montrent que fo appartient a £ et que
I'équation vérifiée par Fy est indépendante de a et A & condition d’avoir A # . Comme
cos(z) + cos(z — a)

cos(a) # —1, cette condition est bien vérifiée. La fonction donnée par
2(1 + cos(a))

est donc une solution, ou encore en simplifiant I’expression,

cos(x + 5)
2cos()

Pour z et y réels et n dans N, on obtient grace a (2),

la fonction F' donnée par F(z) = appartient a L et vérifie (1).

F(z)— F(y) — F(xz + 2nm) + F(y + 2nm) = 2n(cos(x) — cos(y))

ou encore, par inégalité triangulaire,

(IF(x) = F(y)| + |=F(x + 2nm) + F(y + 2nm)|)

1
cos(z) — cos(y)| < 5 -

et donc, si F' est lipschitzienne de rapport k, on en déduit que cos est lipschitzienne de
rapport k/n. Comme cos n’est pas constante, ceci est impossible.

‘Il n’existe aucune fonction F' dans £ vérifiant (1). ‘

Puisque f est décroissante et de limite nulle en I'infini, elle est positive. Il en résulte que,
pour z réel, la série Z(—l)n f(z + n) est une série alternée dont le terme général est
décroissant en valeur absolue. D’apres le théoréeme de LEIBNIZ (critére spécial des séries

alternées) | la série Z (z +n) converge.
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b) Soit F' une fonction dans £ vérifiant (1) et lim; o F' = 0, et = un réel.

Puisqu’on a limy. F = 0, on a aussi lim(—1)"F(z + n) = 0. Il résulte de (2) qu'on a
“+o0o
nécessairement F'(z) = Z(—l)”f(m +n).
n=0
Réciproquement si F' est défini, d’apres le théoreme de LEIBNIZ sur le reste des séries
alternées, on a aussi |F'(z)| < f(z). Il en résulte lim . F = 0.

De plus, puisqu’on a affaire a une somme de deux séries convergentes, on a

+oo

+oo
Fx)+ Flz+1) = f(x)+ Z(—l)”f(x +n)+ Z(—l)”f(m +n+1)
n=1 n=0

+oo
= f@+ D D" (flz+n+1) - fx+n+1)) = f(z)
n=0

et donc F' vérifie (1).
Enfin si y est un réel vérifiant 0 < z — y < 1, on a, toujours car on a affaire a une somme
de séries convergentes,

+o0

F(z) = F(y) = > (=D)"" (fly +n) = flz+n)) .

n=0

Or la fonction f’ est croissante, donc f est convexe et il en résulte que la fonction pente
est une fonction croissante. Il vient donc, pour tout entier naturel n
fly+n+1)—flx+n+1)

Cette suite d’inégalité résulte également du théoréme de ROLLE et de la croissance de f’.
r—y

série alternée dont la valeur absolue du terme général, a savoir f(y + n) — f(x + n), est

décroissante et tend vers 0 (puisque lim ., f = 0). Cette série est donc convergente et sa

somme est, en valeur absolue, majorée par celle de son premier terme.

est une

Puisqu'on a y — z < 0, il en résulte que la série )

D'ou |F(z) — F(y)| < |f(z) — f(y)| et il en résulte que F' est lipschitzienne puisque f Uest,
en utilisant I1.5. Par conséquent

‘il existe une, et une seule, fonction F' dans £ vérifiant (1) et limyo F' = 0.‘




