Notations. On note ensemble des nombres réels par R, ’ensemble des réels positifs par R,
Pensemble des nombres complexes par C, ensemble des entiers relatifs par Z, des entiers positifs
par N et des entiers strictement positifs par N*. Pour toute fonction f de R dans C et tout réel a,
on note f(-+ a) la fonction g définie pour tout réel t par g(t) = f(t + a). On note f la fonction
conjuguée de f définie pour tout réel ¢ par ey =f@.

On désigne par C (R, C) I’ensemble des fonctions continues de R dans C et par Cp(R, C) 'ensemble
des fonctions continues bornées de R dans C. Pour tout f de Cy(R,C) on note ||£]| le nombre
supyeg | f(t)]- On dit qu’une suite de fonctions (f,; p > 1) de R dans C converge uniformément sur
R vers une fonction f si et seulement si limy_s0 |[fp — Il = 0. On rappelle que C3(R, Q) muni de
la norme || - || est un espace vectoriel normé complet.

On rappelle la définition de 'uniforme continuité: on dit qu’une fonction F de R (resp. C) dans
C ost uniformément continue sur R (resp. C) si et seulement si:

Ye>0,30>0, Vi,s€eR(resp.C), [t —s| <é==|F(@t)-F(s)| <e¢.
En particulier si f est un élément de Cy(R, ©), f est uniformément continue si et seulement si:
lim [17(-+ A) = 1] = 0.
1—+0

Soit f une application de R dans C. On dit que le réel r est une période de f sir est non-nul et si
pour tout réel t, on a f(t+r) = f(t). On note A, I’ensemble des fonctions de C(R,C) admettant r
pour période et on note A la réunion des ensembles A,, r parcourant I’ensemble des réels non-nuls.
A est ensemble des fonctions périodiques de C'(R, Q).

Soient a et b deux réels tels que a < b. Soit I un intervalle d’extrémités a et b. On définit la
longueur de I que l'on note £(I) comme le nombre b — a. Pour tout intervalle borné non-vide I on
définit d(I) = sup,¢z|z|. On admet que:

a0 > %e(z).

Soit » un réel non-nul et soit g un élément de A,. On rappelle que pour tout réel T
T+r/2 r/2
/ g(t)dt = / g(t)dt .
T-r/2 —r/2

Pour tout réel A, on désigne par ey la fonction de Cy(R,C) définie pour tout réel ¢ par e ) =
exp(iAt). Pour tout réel r > 0, tout g de A et tout k de Z, on définit le k-iéme coefficient de
Fourier de g par:

1 r/2
)=+ | S (-t
-r

On rappelle la formule de Parseval:
1 r/2 2 . .
vged, [ lgOPa=3 o) ()
~r/2 kez

-
Question préliminaire 1 Montrer que la fonction e; + e 5 n’est pas dans A.



Soit E un sous-ensemble de R. On dit que E est bien réparti si et seulement si il existe un réel
{ > 0 tel que tout intervalle de longueur I contient un élément de F.

Soient f dans C(R,C) et ¢ > 0. On dit qu’un réel r est une e-quasi période de f si r est non-nul
et si:

sup|f(t+7) - f(B)] <.
teR

On note E(f,€) ensemble des e-quasi périodes de f (il est possible que cet ensemble soit vide).
On dit qu’une fonction f de R dans C est une fonction presque périodique si et seulement si f est
un élément de C'(R,C) et E(f, ) est bien réparti pour tout € > 0. On désigne par B I'ensemble des
fonctions presque périodiques.

Question préliminaire 2  Montrer que A C B.

PARTIE I

1 Soit f dans B. Il existe donc un réel { > 0 tel que tout intervalle de longueur ! contient un
élément de E(f,1). Montrer que pour tout k dans Z:

sup [f(t)] < 1+ sup |F(2)].
te[kl,(k+1)]] te[-1,]]

En déduire que toute fonction presque périodique est dans Cy(R,C) -

2-a Montrer que si f est dans B alors f, f2 et | f]2 le sont également.

2-b  Soit F' : C — C uniformément continue. Montrer que F o f est dans B dés que f Iest.

3 Soit (fn; n > 1) une suite d’éléments de B qui convergent uniformément sur R vers une fonction

f. Montrer que pour tout réel a et tout n dans N:

WC+a) = Fll <2 fa = I+ 1 fal+a) = full -

En déduire que f est dans B.
4  Soit f dans B. Soient h et € deux réels strictement positifs. Soit a dans E(f, €). Montrer que
pour tout réel ¢ on a:

[fE+h) - FO <2+ |f(t—ath) - ft-a).

En déduire que toute fonction presque périodique est uniformément continue.

On dit qu’une fonction f de Cy(R,C) est normale si et seulement si de toute suite de réels
(an; m > 1) on peut extraire une sous-suite (an,; j > 1) telle que la suite de fonctions
(f{-+ an;); j 2 1) converge uniformément sur R. On note A I’ensemble des fonctions normales.
Le but des questions 5 et 6 est de montrer que B = N

5  On cherche tout d’abord & montrer que 8 C A. On fixe f dans B et (a,; n > 1), une suite

réelle.
L
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5-a  Soit ¢ un réel strictement positif. Il existe / > 0 tel que tout intervalle de longueur [ contient
un élément de E(f,e/3). Montrer qu’il existe une suite (bn; # 2 1) a valeurs dans [0, ] telle que
d’une part:

an_bneE(fv€/3)ﬂ

et d’autre part:

Vmgn > 1, I+ an) = (4 @l < 5 11 = SC+ b= bl

5-b  Montrer que pour tout ¢ > 0, il existe une sous-suite (an;; j > 1) (dépendant de €) telle que
Vi, 21, |[f(-+an) = fl+a)ll<e.

(Indication: penser a extraire de (b,; n > 1) une sous-suite convergente et 3 utiliser Puniforme
continuité de f.)

5-c  Montrer par récurrence qu’il existe une famille de suites strictement croissantes d’indices
(ng-p]; j > 1), pe N* telle que:

vp>1, (P j>13c ;> 1}

et
¥poi g2 1, [If(+a,m) = fG+amll<

=

En déduire que B C A (considérer la suite (un(,,); p>1)).
P

6  On cherche ensuite 2 montrer que ' C B. Pour cela, on raisonne par I'absurde: supposons
qu’il existe f, un élément de A qui ne soit pas dans B.

6-a  Montrer qu'il existe un réel g > 0 et une suite d’intervalles bornés (In; n > 1) tels que
£(I;) > 1 et pour tout n > 1:

e I, est inclus dans le complémentaire de E(f, <o) ;

o ((Lng1) > 5(d(I) + ...+ d(15)) -

(On rappelle que pour tout intervalle borné I, on a posé d(I) = sup,¢y|z|.)

6-b  Montrer quil existe une suite de réels (a,; n > 1) telle que oy € Iy et pour tout n > 1:

® @41 est dans 41 mais pas dans [; U...U I;

o l'intervalle fermé de longueur 2(d(11) + ...+ d(I,)) centré en a4 est inclus dans {541 .

6-c  Montrer que pour tous i, j entiers distincts plus grands que 1, o; # o et
a; —aj ¢ E(f,e).

Conclure.

7-a  Montrer que si f et g sont dans B alors fg et f + g le sont également (utiliser le fait que
N = B).

7-b  On note C I’ensemble des fonctions de la forme a,ey, + azey, + ...+ aney,, pour n variant
dans N*, ay, as,...a, dans C et Ay, Ag,..., A, dans R. Montrer que C C B.



8-a  Soit (a,; n > 1) une suite & valeurs dans C telle que 31 lan| < co. Montrer que la série
de fonctions g = 3,51 @n€y/n €st bien définie et appartient & B.

8-b  Montrer que:
Vn>1,

1 T
lim —— teyn(—t)dt = ap .
Jim o [ e (-0 =
(Justifier soigneusement, la réponse.)
8-c  Montrer ensuite que g est périodique si et seulement si la suite (@n; n > 1) est nulle & partir
d’un certain rang.
Dans les parties II et III, on admet que 'ensemble C est dense dans B pour la convergence

uniforme sur R, c’est-a-dire:

VfeB, Ve>0,3PeC : ||f-Pl<e. (i)

PARTIE II

Dans cette partie on utilise (ii) pour donner une caractérisation nécessaire des fonctions qui
s’obtiennent comme limite uniforme sur R de fonctions périodiques continues . Pour tout réel A,
toute fonction f de B et tout réel T > 0, on pose:

T
a(fAT) = 55 / Ses(=dr.

1-a  Montrer que pour tout P de C et tout réel A, im0 a(P, A, T') existe.

1-b  Montrer que pour tout réel A et tout élément f de B, limr_q a(f, A, T) existe. On note
a(f, M) cette limite et on définit le spectre de f, noté Spec(f), par:

Spec(f) ={AeR : a(f, ) #0}.

1-¢  Soit P un élément de C. Calculer explicitement Spec(P) et a(P, A) pour tout réel A.

1-d  Soit (f,; m > 1) une suite d’éléments de B qui converge uniformément vers f. Montrer que
pour tout réel A:

Jim a(fn, A) = a(f,2) .

2 Soit fdans Bet P, =Y ok aﬁf)eﬂm , k > 1 une suite d’éléments de C telle que |

m=1

f-Bl < 1/k.

2-a Montrer que si A n’est pas dans {Zw; k> 1; ng, > m > 1}, alors a(P, A) = 0 pour tout
k € N*.

[N
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2-b  Montrer que Spec(f) est au plus dénombrable.

3-a Soient  un réel non-nul et g un élément de A,. Pour tout n € N*, on pose Qp =

 — ck(g)eanrsr- Montrer que pour tout réel A on a:

1/2

a(@n, V) = alg, VI < | Y ferlg)l®

{k|>n

3-b  En déduire Spec(g) (une justification soigneuse est demandée).

4 Soit f une fonction définie sur R & valeurs dans C telle qu’il existe une suite (fp; p > 1)
d’éléments de A satisfaisant:

Jim [1f = fyll =0.

4-a Montrer que les éléments de Spec(f) sont tous des multiples rationnels d’un méme réel.

4-b  On suppose que Spec(f) contient un élément non-nul. Il existe une suite (r,; p > 1) de réels
non-nuls telle que f, € A,, , pour tout p > 1. Montrer qu’il existe un certain rang po tel que les
périodes r, , p > po sont toutes des multiples rationnels d’un méme réel.

4-¢  Donner un exemple simple de fonction presque périodique qui n’est pas limite uniforme de
fonctions périodiques continues.

PARTIE III

Soit f un élément de B. D’aprés 1I-2-b, Spec(f) est au plus dénombrable. Si Spec(f) est infini,
on en fixe une énumération notée (A,; n > 1) et on pose:

Do el VE =D la(f )0,

AeSpec(f)

(cette expression pouvant prendre éventuellement la valeur +o00). Si Spec(f) est vide, on pose

Yo la(fNF=0.
A€Spec(f)
Si Spec(f) est fini, la somme E,\espec(f) la(f, A)|? est définie sans ambiguité. Le but de cette partie
est de généraliser la formule de Parseval aux fonctions presque périodiques. Plus précisément, on
se propose de montrer le résultat suivant:

v B li L 2d 2
fes. Jim g [ o= 3 jar P, (i)

A€Spec(f)

1 - Soit f € B. Justifier l'existence de

im [ pwpa
1m — .
Tsoo 2T -T



Montrer que tout élément de A satisfait (iii).

2-a  Solent 7y, 72,..., T, n réels distincts. On note Cr,, . ., I'ensemble des combinaisons linéaires
a coefficients dans C de e,,,...,e,,. Soit P = 3"7_, bre,,un élément de Cr,, . ,,. Montrer que
a(|f = P|?,0) est bien défini et que:

a(lf = P*0) = a(l/,0) = D lalf, )P+ 1o = alfym) | -

k=1 k=1
En déduire que inf{a(|f - P|?,0); P € C;,... r,} est atteint en un unique élément de C,,, . &
préciser.
2-b  Montrer que:
Y. el VP <a(f?,0).
AeSpec(/)

2-¢  Soit (Py; k > 1) la suite d’éléments de C considérée a la question 11-2: d’aprés 1I-2-a et 11-2-b,
on sait que Spec(f) est inclus dans {fg,’f); k> 1; ng > m > 1}. En déduire que:

oo . 1

k21, 38, fini CSpec(f) i Y Ja(f, N2 allf1%0) - 45
AES

En déduire Passertion (iii).
3-a Soit f une fonction presque périodique a valeurs réelles positives. On suppose qu’elle est

non-nulle. Il existe alors un réel 2o et § un réel strictement positif, tels que:

inf =¢c>0.
yE]ro-&ro-i-ﬂf(y)

On introduit un réel / tel que tout intervalle de longueur [ contient au moins un élément de E(f, ¢/2).
On peut supposer sans restriction que [ > 25. Montrer que tout intervalle 7 de longueur supérieure
a [ contient un intervalle J de longueur ¢ tel que:

inf f(4) 2 /2.

3-b  Déduire de la question précédente que a(f,0) > 0.

3-¢  Montrer que:

Yg1,92 € B, VAR, a(g1, ) = a(g2, \)) = g1 = g2 -

3-d  Soit f dans B. Soit (An; n > 1) une énumération de Spec(f). On suppose que:

00

D la(f, Al < o0

n=1
Prouver que pour tout réel ¢,

F8) =" alf, M)er, (1) .
n=1 el
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EPREUVE COMMUNE PARIS-LYON-CACHAN — ENS 2002 - MP
Préliminaires

1 Soit r une période de e; +e /3 Par périodicité et puisque I'exponentielle est un morphisme de
groupes, il vient e1 +e 5 = e1(r)e; +e z(r)e 5 et, comme la famille (ex)rec est libre dans
RC, I'unicité de I’écriture des combinaisons linéaires permet de conclure e;(r) = e va(r) =
e1(rv2) = 1. Comme Ker(e;) = 27Z et, par irrationnalité de v/2, Z N Z+v/2 = {0}, on en
déduit » = 0, ce qui est exclu. Cette contradiction montre que |e; + e /3 est pas dans o .

2 Soit f dans &/ et € dans R . Par définition f appartient a C(R,C) et on dispose d'une
période r de f. Comme toute période est une e-quasi période, E(f,e) contient rZ* et donc
tout intervalle I de longueur 3|r| contient un élément de E(f,e) car un tel intervalle contient

au moins deux éléments de rZ et donc en particulier un élément rZ non nul. D’ou
PARTIE I

1 Soit k dans Z et = dans [k¢, (k+1)¢]. Comme ce dernier intervalle est de longueur ¢, on dispose
d’une 1-quasi période r lui appartenant. On a alors, puisque f est continue sur le compact
[—¢, ] et y est donc bornée,

[f@)| = 1f(2) = fl@—r)+ fle—r)] <1+ [f(z —7r)[ <1+ sup [f]

[—f,f]

puisque |z — 7| < {([kl, (k 4+ 1)¢]) = £. Donc, par passage au supremum,
SUPe, (k+1)¢ | f1 < 1+ supp_g g [ f]-

Comme cette majoration est indépendante de k et que tout réel appartient a 'un des in-
tervalles [k(, (k + 1)¢] pour k dans Z, il vient [|f|| < 1 + supj_,q[f| et, en particulier,

|/ €Gy(R,C) |

2-a Soit f dans C(R,C), € dans R et g 'une des applications z — Z, z — 22 et z \z|2.
Comme g est continue sur C, elle est uniformément continue sur tout compact de C,
d’apres le théoreme de Heine, et notamment sur le disque de centre 0 et de rayon || f||
ou f prend ses valeurs. De plus g o f est continue sur R.

On dispose donc de 7 dans R tel que, pour z et 2’ dans C de modules inférieurs a || f|],
|z — 2'| <n=|g(z) — g(z)] <e. En particulier pour ¢ et u dans R, si |f(t) — f(u)| <n
alors |go f(t) —go (f)(u)] <e. Il en résulte que, si r est une n-quasi période de f, alors
c’est une e-quasi période de go f. Dans ce cas, comme FE(f,n) est bien réparti, on dispose
de ¢ dans R tel que tout intervalle de longueur ¢ contienne un élément de E(f,7n) et
donc aussi de E(g,¢), qui est donc bien réparti. Donc g o f est quasi-périodique, i.e.

7, f2 et |f|* sont dans 2.

2-b Soit f dans C(R, C). Le raisonnement précédent s’applique de la méme fagon puisque si
F' est uniformément continue sur C, elle l'est sur le disque de centre 0 et de rayon || f||.

Donc ‘ F o f est quasi-périodique.
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3 Puisque £ est inclus dans Cy(R, C) qui est complet, f € Cp(R, C). Soit a un réel, f — f(-+a)
est une isométrie de Cy(R, C) puisque la translation par a est une bijection de R sur lui-méme.
Pour n dans N on a donc, par inégalité triangulaire,

[f(+a)= [l < fC+a)= fal +a)| + [ ful-+a) = full + lfn = [l
< 2Hf_an+”fn(+a)_an :

€ €
Soit € dans R%. On dispose de n dans N tel que || f — fu| < 3 Soit alors 7 une —-quasi

période de f,. D’aprés ce qui précéde c’est une e-quasi période de f et, de plus, E(f,¢)
contient E(fy,e/3) et est donc bien réparti, par le raisonnement conduit a la question 2-a. Il

en résulte

4 Soit ¢t dans R. Par inégalité triangulaire il vient

[fE+h) = fOI<|fE+h) = ft—a+h)|+[fE—a+h)— ft—a)|+|f(t—a) - f(?)]

et donc, puisque a est une e-quasi période de f,

[1f(t+h) = F@) <2 +|f(t—a+h)— ft—a)| |

Puisque E(f,¢) est bien réparti, on dispose de ¢ dans R tel que tout intervalle de longueur
¢ contienne une e-quasi période de f. Dans ce qui précéde on peut donc choisir a dans
Iintervalle [t — £,t], de sorte que ¢ — a appartient alors a [0,¢]. Comme f est continue, elle
est uniformément continue sur [—¢,2¢] d’apres le théoreme de Heine et donc on dispose de
n dans R tel que, pour x et y dans [—¢,2(] avec |x —y| < 1, on ait |f(z) — f(y)| < e. 1l
en résulte que, pour h vérifiant |h| < min(n,¥), on a |f(t —a+h) — f(t —a)| < € et donc
|f(t+h)— f(t)] < 3e. Comme ¢ ne dépend que de € et n ne dépend que de ¢, ce qui précede

montre que ‘ f est uniformément continue. ‘

€
5-a Soit n dans N*. Puisque [a, —/, a,] est de longueur ¢, on dispose d’une g—quasi période r

de f dans cet intervalle. En posant b, = a, —7,ona 0 <b, </ et‘an — by, € E(f,e/3). ‘
De plus, pour m et n dans N*, puisqu’on a affaire a des fonctions dans 4, donc dans
Cr(R, C), on a par inégalité triangulaire
[f(+an) = fO+am)| < [f(4an) = FC+0)|+[[F(+bn) = F( + )l
+||f( +bm) _f( +am)H
€ €
< 3 : bn - bm - o
< TG b b) —

puisque f(- 4+ by +an —by) = f(- + an), f(- + b + am — b)) = f(- + ap) et que la
translation par —b,, est une isométrie. Il en résulte

15+ an) = FC+ am)ll < 5+ 17+ by~ bun) = £

5-b Soit ¢ dans R% . Comme f est uniformément continue, d’apres 1.4 et puisqu’elle appar-
tient a %, on dispose de n dans R tel que

vhe[=nnl, f(-+h)—fl<

w| ™



EPREUVE COMMUNE PARIS-LyON-CACHAN — ENS 2002 - MP Corrigé

Par compacité de [0, /] et le théoréme de Bolzano-Weierstrass, on dispose d’une sous-
suite de (by,) qui est convergente dans [0, ¢], disons vers b, et donc aussi d’une sous-suite
de (b,) & valeurs dans [b —n/2,b+n/2].

Soit (bn,)j>1 une telle sous-suite. En particulier, puisque l'intervalle précédent est de

diametre 77, pour tous ¢ et j dans N*, on a ‘bni — bnj‘ < 7 et donc, d’apres la question

précédente, Hf( +an;) — f(- +an,)
On construit une suite (n(-l))jzl a l'aide de la question précédente appliquée a ¢ = 1.

J
On suppose alors construites des suites (n(k)

j
p dans N* vérifiant que la suite (ngkﬂ))jzl est extraite de (n(k

"f('+an§k))—f(‘+an§k>)’ j

‘Ss.

)jZl pour 1 < k < p pour un certain
))]21, si k < p, et

< z pour tous i et j dans N*. En appliquant la question

précédente a la suite (a_))j>1 pour € = 7> on obtient une suite (n§p+1))j21 extraite
J

1
‘ < —— pour tous ¢ et j dans
p+1

de (ng-p))jzl et telle que
N*.
Le principe de récurrence permet donc de conclure a I'existence d’une

f( + an(_p+1)) - f( + an(p+1))
7 J

‘famille de suites ayant les propriétés désirées. ‘

Alors, pour p et ¢ dans N*, nl(gp) et n((}Q) sont deux termes de la suite (ngk))izl pour

k = min(p, q). Il en résulte d’une part que, si p < g, alors nz(,p) < n((f)

(anz()m )p>1 est extraite de (ay), et d’autre part qu'on a

, i.e. que la suite

‘ 1

e rag—reraw)| <

Par conséquent la suite d’éléments de Cy(R, C) donnée par (fy , )p>1 est de Cauchy
"p

et donc, puisque cet espace est complet, est convergente pour la norme uniforme. Il en

résulte que f est normale et donc m

Puisque f n’est pas presque périodique, on dispose de g9 dans R tel que, pour tout £
dans R7, il existe un intervalle I de longueur ¢ et ne rencontrant pas E(f, o).
En particulier, pour £ = 1, on dispose de I; de longueur 1 inclus dans le complémen-
taire de E'(f,e0). Supposons maintenant que, pour n dans IN*, on dispose de (Ij)1<k<n
k
des intervalles ne rencontrant pas E(f,eo) et vérifiant ¢(Iz41) > 5 ZZ(Ij) pour
j=1
n
1 < k < n. Alors, en appliquant la propriété précédente pour ¢ = 5 Zﬁ(Ij) +
j=1
1, on dispose de I,41, intervalle borné ne rencontrant pas FE(f,e0) et de longueur
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n
strictement supérieure a 5ZE(I]~). Le principe de récurrence permet de conclure que
j=1
‘de tels g et (In)n>1 existent.‘

6-b Soit n dans N*. Si n = 1, puisque I; est de longueur non nulle, il est non vide et on
dispose de Dans le cas général, on a, d’apres la propriété des intervalles

1
(In)n>1 et puisque d(I) > §€(I) pour tout intervalle borné I,

1 5 -
> — — >
n
> Zd sup |z
e xEIlu--UIn
. 1 1 "
puisque d(I1) > =¢(I;) > = > 0. On note r = Zd(Ij) + sup |zl
2 2 = we LU,

Soit alors = dans I,4+1 tel que r < |z| < d(I,41), ce qui est licite par définition d’un
supremum et puisque r < d(I,4+1) d’apres ce qui précede. Notons

n n

y:a:—i—QZd(Ij) et z:x—QZd(Ij).
j=1 j=1

Si I,4+1 ne contient pas y, il ne contient aucun réel ¢ qui lui est supérieur car sinon
il contiendrait 'intervalle [z,t] par convexité et donc aussi y. De méme I, ;1 ne peut
contenir aucun réel inférieur & z s’il ne contient pas z. Par conséquent s’il n’en contient
aucun des deux, il est inclus dans ]z, y[, mais ceci est impossible car alors sa longueur
serait inférieure a [y — 2|, i.e. 43774 d(I;). On dispose donc de u dans In41 avec u =y

r+u . ,
ou u = z, et on pose alors a1 = — de sorte que, 'intervalle fermé de longueur

7_1d(I;) centré en ayq est l'intervalle d’extrémités x et u et est donc inclus dans
I,+1 par convexité.

Enfin on a, par inégalité triangulaire

zeliU---Ul,

| = ||| =D d(I)| = x| =Y d(I;) > sup |a]
j=1 j=1

et donc a,41 ne saurait appartenir a Iy U--- U I, i.e.

ant1 € Int1 \ (U;L 1 I‘) et I'intervalle fermé centré en a1 de longueur 2377, d(1;)
est inclus dans Ip,41.

6-¢ Soit i et j deux entiers distincts supérieurs & 1. On note p = max(i,j) et ¢ = min(i, j).
Alors o appartient a I, et donc aussi a Ug_% I;, contrairement a «, de sorte qu’on a
a; # aj. De plus |ay4| < d(I,) et donc aussi oy < 35Z 1d( I;), de sorte que oy, — oy
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7-b

appartient a I'intervalle fermé centré en «y, de longueur 2 Z?;% d(I;), et donc aussi & Ij.
En particulier oy, — oy n’appartient pas a E(f,e0). Comme ce dernier ensemble est stable

par passage a 1’'opposé, il en va de méme pour oy — v, et donc |y — a5 & E(f, €o).

On a donc, pour tous ¢ et j distincts dans N*, || f(- + o) — f(- + ;)| > €¢ et donc on
ne peut extraire aucune suite de Cauchy de la suite (f(- + an))nen+ et donc, a fortiori,
de sous-suite convergente. Ceci contredit 'appartenance de f a 4. On a donc A4 C £
et, au vu de la question 1.5,

Soit f et g dans A et donc aussi dans A". Soit (ay)nen+ une suite réelle. On dispose
d’une sous-suite (by,) de (ay,) telle que (f(-+by,))n>1 soit convergente puisque f € .4". On
dispose également d’une sous-suite (¢,,) de (by,) telle que (g(- + ¢))n>1 soit convergente.
Comme (f(- 4 cn))n>1 est extraite de (f(- + bp))n>1, elle est également convergente. On
note f =lim f(-+¢,) et g =limg(-+c¢y,). Alorson a (f+9)(-+¢n) = f(-+en)+9(-+cn)
et, par linéarité de la limite, il vient f+¢ = im(f+g)(-+¢,) et on en déduit f+g € A

et donc

Puisque ||-|| est une norme d’algebre, on procede de méme pour fg. On a

1(f9) = (O + el < NIf = FC+ )l xNlgll +llg = gC + en)| X NI+ el

et donc, puisque les translations sont des isométries de Cy(R, C), le terme de droite est
une somme de deux produits d’une suite bornée par une suite convergeant vers 0, donc
est une suite tendant vers 0. Il en résulte, par positivité, fg = lim(fg)(- + ¢,,) et on en

déduit fg € A et donc

Puisque les suites constantes sont périodiques, ainsi que les exponentielles ey pour A
dans R, leur produit 'est aussi. D’apres la question préliminaire 2, on en déduit que ce
produit est dans 4 et donc, d’apres la question précédente, il en va de méme pour les
éléments de € par somme :

Pour n dans N* on a Hanel /"H = |ay| et donc la série 3" aneq /n €st normalement conver-
gente, donc uniformément convergente sur R. Il en résulte que sa somme est bien définie
et, puisqu’il s’agit d’une limite d’éléments de ¢, donc de & d’apres ce qui précede, il
résulte de 1.3 que sa somme appartient & % : ‘ g est bien défini et appartient a 4.

Soit T" dans R} et n dans N*. Comme la série )~ axex€y/, est normalement conver-
gente, elle est uniformément convergente sur [—7,T]. On peut donc échanger le signe
somme et le signe intégral et il vient

1 T +00 +001 T
— arer/k(t)eq,(t) dt = —/ 01 /k—1/n(t) dt
S I SUCTICEVAGEIED SP Sy D

.. (T T
1 T 7 S1n E — g
o7 /_Tg(t)el/n(_t) dt —an = Z Ak Z - :
k

et donc

k#n

S
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Pour k dans N* avec k # n, on note g, I'application de R’ dans C donnée par

1 sin (t — t)
k
gr(t) = akt—tn .

k n

Puisque, pour z réel, on a [sin(x)| < |z|, pour tout k dans N* distinct de n, on a
SUPR: lakgk| < lak| et donc la série >7; ., gx est normalement convergente sur R7. Il
s’ensuit que sa somme est une fonction bien définie sur R* . De plus pour tout £ dans
N* distinct de n, on a limys g = 0 et donc la somme de la série } ;. gr admet une
limite en 400 donnée par la somme de la série des limites, par uniforme convergence,
ie.

li t) dt = ay.
ou encore | lim o / t)ei/n(—t) an

8-¢ Si la suite (ay) est presque nulle, on dispose de N dans N* tel que, pour n > N, on a

a, = 0 et donc g est somme de fonctions toutes 2w N!-périodiques. Par conséquent elle
I’est aussi, i.e. g € &.
Réciproquement si ¢ € &, on dispose d’'une période T' de g que 'on peut supposer
strictement positive puisque ’ensemble des périodes est stable par passage a 'opposé.
Soit alors k£ dans N et n dans N avec n > T'/m. Par relation de Chasles, changement de
variable affine bijectif et périodicité, il vient

Hd —kT+(2j+1)T+T 1
t = t —t) dt

k—1
_ Z%T/ g(t)er (KT — (2j + 1)T — t) dt

: % /_Tg(t)el/n((k —UTe t)% ;) e1/n(25T) dt .

2T
Puisque 0 < — < 27, on a e1/,(2T) # 1 et donc
n

kot 1 — ey, (2kT) 2
. o /n
=0 1/n ‘1 — el/n(QT)‘

et il résulte de I'inégalité de la moyenne

2|14l
QkT/ el/n dt

Tk ’1 - el/n(2T)’ '
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Do
1 kT
lim —— -
ks too 26T /,kTg (B)er/n(t) dt =0

et donc, par caractérisation séquentielle de la limite, il résulte de la question précédente
qu’on a a, = 0. En particulier la suite (aj) est presque nulle, i.e.

g est périodique si et seulement si la suite (ay) est nulle & partir d’'un certain rang.




