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Épreuve commune Paris-Lyon-Cachan – ENS 2002 - MP
Préliminaires

1 Soit r une période de e1 +e√2. Par périodicité et puisque l’exponentielle est un morphisme de
groupes, il vient e1 + e√2 = e1(r)e1 + e√2(r)e√2 et, comme la famille (eλ)λ∈C est libre dans
RC, l’unicité de l’écriture des combinaisons linéaires permet de conclure e1(r) = e√2(r) =
e1(r
√

2) = 1. Comme Ker(e1) = 2πZ et, par irrationnalité de
√

2, Z ∩ Z
√

2 = {0}, on en
déduit r = 0, ce qui est exclu. Cette contradiction montre que e1 + e√2 n’est pas dans A .

2 Soit f dans A et ε dans R∗+. Par définition f appartient à C(R,C) et on dispose d’une
période r de f . Comme toute période est une ε-quasi période, E(f, ε) contient rZ∗ et donc
tout intervalle I de longueur 3|r| contient un élément de E(f, ε) car un tel intervalle contient
au moins deux éléments de rZ et donc en particulier un élément rZ non nul. D’où A ⊂ B.

PARTIE I

1 Soit k dans Z et x dans [k`, (k+1)`]. Comme ce dernier intervalle est de longueur `, on dispose
d’une 1-quasi période r lui appartenant. On a alors, puisque f est continue sur le compact
[−`, `] et y est donc bornée,

|f(x)| = |f(x)− f(x− r) + f(x− r)| ≤ 1 + |f(x− r)| ≤ 1 + sup
[−`,`]

|f |

puisque |x− r| ≤ `([k`, (k + 1)`]) = `. Donc, par passage au supremum,
sup[k`,(k+1)`] |f | ≤ 1 + sup[−`,`] |f |.
Comme cette majoration est indépendante de k et que tout réel appartient à l’un des in-
tervalles [k`, (k + 1)`] pour k dans Z, il vient ‖f‖ ≤ 1 + sup[−`,`] |f | et, en particulier,
f ∈ Cb(R,C).

2
2-a Soit f dans C(R,C), ε dans R∗+ et g l’une des applications z 7→ z, z 7→ z2 et z 7→ |z|2.

Comme g est continue sur C, elle est uniformément continue sur tout compact de C,
d’après le théorème de Heine, et notamment sur le disque de centre 0 et de rayon ‖f‖
où f prend ses valeurs. De plus g ◦ f est continue sur R.
On dispose donc de η dans R∗+ tel que, pour z et z′ dans C de modules inférieurs à ‖f‖,
|z − z′| ≤ η ⇒ |g(z)− g(z′)| ≤ ε. En particulier pour t et u dans R, si |f(t)− f(u)| ≤ η
alors |g ◦ f(t)− g ◦ (f)(u)| ≤ ε. Il en résulte que, si r est une η-quasi période de f , alors
c’est une ε-quasi période de g◦f . Dans ce cas, comme E(f, η) est bien réparti, on dispose
de ` dans R∗+ tel que tout intervalle de longueur ` contienne un élément de E(f, η) et
donc aussi de E(g, ε), qui est donc bien réparti. Donc g ◦ f est quasi-périodique, i.e.
f , f2 et |f |2 sont dans B.

2-b Soit f dans C(R,C). Le raisonnement précédent s’applique de la même façon puisque si
F est uniformément continue sur C, elle l’est sur le disque de centre 0 et de rayon ‖f‖.
Donc F ◦ f est quasi-périodique.
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3 Puisque B est inclus dans Cb(R,C) qui est complet, f ∈ Cb(R,C). Soit a un réel, f 7→ f(·+a)
est une isométrie de Cb(R,C) puisque la translation par a est une bijection de R sur lui-même.
Pour n dans N on a donc, par inégalité triangulaire,

‖f(·+ a)− f‖ ≤ ‖f(·+ a)− fn(·+ a)‖+ ‖fn(·+ a)− fn‖+ ‖fn − f‖
≤ 2 ‖f − fn‖+ ‖fn(·+ a)− fn‖ .

Soit ε dans R∗+. On dispose de n dans N tel que ‖f − fn‖ ≤
ε

3 . Soit alors r une ε

3 -quasi
période de fn. D’après ce qui précède c’est une ε-quasi période de f et, de plus, E(f, ε)
contient E(fn, ε/3) et est donc bien réparti, par le raisonnement conduit à la question 2-a. Il
en résulte f ∈ B.

4 Soit t dans R. Par inégalité triangulaire il vient

|f(t+ h)− f(t)| ≤ |f(t+ h)− f(t− a+ h)|+ |f(t− a+ h)− f(t− a)|+ |f(t− a)− f(t)|

et donc, puisque a est une ε-quasi période de f ,
|f(t+ h)− f(t)| ≤ 2ε+ |f(t− a+ h)− f(t− a)|.
Puisque E(f, ε) est bien réparti, on dispose de ` dans R∗+ tel que tout intervalle de longueur
` contienne une ε-quasi période de f . Dans ce qui précède on peut donc choisir a dans
l’intervalle [t − `, t], de sorte que t − a appartient alors à [0, `]. Comme f est continue, elle
est uniformément continue sur [−`, 2`] d’après le théorème de Heine et donc on dispose de
η dans R∗+ tel que, pour x et y dans [−`, 2`] avec |x− y| ≤ η, on ait |f(x)− f(y)| ≤ ε. Il
en résulte que, pour h vérifiant |h| ≤ min(η, `), on a |f(t− a+ h)− f(t− a)| ≤ ε et donc
|f(t+ h)− f(t)| ≤ 3ε. Comme ` ne dépend que de ε et η ne dépend que de `, ce qui précède
montre que f est uniformément continue.

5
5-a Soit n dans N∗. Puisque [an−`, an] est de longueur `, on dispose d’une ε3 -quasi période r

de f dans cet intervalle. En posant bn = an−r, on a 0 ≤ bn ≤ ` et an − bn ∈ E(f, ε/3).
De plus, pour m et n dans N∗, puisqu’on a affaire à des fonctions dans B, donc dans
Cn(R,C), on a par inégalité triangulaire

‖f(·+ an)− f(·+ am)‖ ≤ ‖f(·+ an)− f(·+ bn)‖+ ‖f(·+ bn)− f(·+ bm)‖
+ ‖f(·+ bm)− f(·+ am)‖

≤ ε

3 + ‖f(·+ bn − bm)− f‖+ ε

3
puisque f(· + bn + an − bn) = f(· + an), f(· + bm + am − bm) = f(· + am) et que la
translation par −bm est une isométrie. Il en résulte

‖f(·+ an)− f(·+ am)‖ ≤ 2ε
3 + ‖f(·+ bn − bm)− f‖.

5-b Soit ε dans R∗+. Comme f est uniformément continue, d’après I.4 et puisqu’elle appar-
tient à B, on dispose de η dans R∗+ tel que

∀h ∈ [−η, η] , ‖f(·+ h)− f‖ ≤ ε

3 .
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Par compacité de [0, `] et le théorème de Bolzano-Weierstrass, on dispose d’une sous-
suite de (bn) qui est convergente dans [0, `], disons vers b, et donc aussi d’une sous-suite
de (bn) à valeurs dans [b− η/2, b+ η/2].
Soit (bnj )j≥1 une telle sous-suite. En particulier, puisque l’intervalle précédent est de
diamètre η, pour tous i et j dans N∗, on a

∣∣∣bni − bnj

∣∣∣ ≤ η et donc, d’après la question

précédente,
∥∥∥f(·+ ani)− f(·+ anj )

∥∥∥ ≤ ε.
5-c On construit une suite (n(1)

j )j≥1 à l’aide de la question précédente appliquée à ε = 1.
On suppose alors construites des suites (n(k)

j )j≥1 pour 1 ≤ k ≤ p pour un certain
p dans N∗ vérifiant que la suite (n(k+1)

j )j≥1 est extraite de (n(k)
j )j≥1, si k < p, et∥∥∥∥f(·+ a

n
(k)
i

)− f(·+ a
n

(k)
j

)
∥∥∥∥ ≤ 1

k
pour tous i et j dans N∗. En appliquant la question

précédente à la suite (a
n

(p)
j

)j≥1 pour ε = 1
p+ 1 , on obtient une suite (n(p+1)

j )j≥1 extraite

de (n(p)
j )j≥1 et telle que

∥∥∥∥f(·+ a
n

(p+1)
i

)− f(·+ a
n

(p+1)
j

)
∥∥∥∥ ≤ 1

p+ 1 pour tous i et j dans
N∗.
Le principe de récurrence permet donc de conclure à l’existence d’une
famille de suites ayant les propriétés désirées.

Alors, pour p et q dans N∗, n(p)
p et n(q)

q sont deux termes de la suite (n(k)
i )i≥1 pour

k = min(p, q). Il en résulte d’une part que, si p < q, alors n(p)
p < n

(q)
q , i.e. que la suite

(a
n

(p)
p

)p≥1 est extraite de (an), et d’autre part qu’on a

∥∥∥∥f(·+ a
n

(p)
p

)− f(·+ a
n

(q)
q

)
∥∥∥∥ ≤ 1

min(p, q) .

Par conséquent la suite d’éléments de Cb(R,C) donnée par (fa
n

(p)
p

)p≥1 est de Cauchy
et donc, puisque cet espace est complet, est convergente pour la norme uniforme. Il en
résulte que f est normale et donc B ⊂ N .

6
6-a Puisque f n’est pas presque périodique, on dispose de ε0 dans R∗+ tel que, pour tout `

dans R∗+, il existe un intervalle I de longueur ` et ne rencontrant pas E(f, ε0).
En particulier, pour ` = 1, on dispose de I1 de longueur 1 inclus dans le complémen-
taire de E(f, ε0). Supposons maintenant que, pour n dans N∗, on dispose de (Ik)1≤k≤n

des intervalles ne rencontrant pas E(f, ε0) et vérifiant `(Ik+1) > 5

 k∑
j=1

`(Ij)

 pour

1 ≤ k < n. Alors, en appliquant la propriété précédente pour ` = 5

 n∑
j=1

`(Ij)

 +

1, on dispose de In+1, intervalle borné ne rencontrant pas E(f, ε0) et de longueur
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strictement supérieure à 5
n∑
j=1

`(Ij). Le principe de récurrence permet de conclure que

de tels ε0 et (In)n≥1 existent.
6-b Soit n dans N∗. Si n = 1, puisque I1 est de longueur non nulle, il est non vide et on

dispose de α1 dans I1. Dans le cas général, on a, d’après la propriété des intervalles

(In)n≥1 et puisque d(I) ≥ 1
2`(I) pour tout intervalle borné I,

d(In+1) ≥ 1
2`(In+1) ≥ 5

2

n∑
j=1

d(Ij) ≥
n∑
j=1

d(Ij) + max
1≤j≤n

d(Ij) + 1
2d(I1)

>
n∑
j=1

d(Ij) + sup
x∈I1∪···∪In

|x|

puisque d(I1) ≥ 1
2`(I1) ≥ 1

2 > 0. On note r =
n∑
j=1

d(Ij) + sup
x∈I1∪···∪In

|x|.

Soit alors x dans In+1 tel que r < |x| ≤ d(In+1), ce qui est licite par définition d’un
supremum et puisque r < d(In+1) d’après ce qui précède. Notons

y = x+ 2
n∑
j=1

d(Ij) et z = x− 2
n∑
j=1

d(Ij) .

Si In+1 ne contient pas y, il ne contient aucun réel t qui lui est supérieur car sinon
il contiendrait l’intervalle [x, t] par convexité et donc aussi y. De même In+1 ne peut
contenir aucun réel inférieur à z s’il ne contient pas z. Par conséquent s’il n’en contient
aucun des deux, il est inclus dans ]z, y[, mais ceci est impossible car alors sa longueur
serait inférieure à |y − z|, i.e. 4

∑n
j=1 d(Ij). On dispose donc de u dans In+1 avec u = y

ou u = z, et on pose alors αn+1 = x+ u

2 , de sorte que, l’intervalle fermé de longueur∑n
j=1 d(Ij) centré en αn+1 est l’intervalle d’extrémités x et u et est donc inclus dans

In+1 par convexité.
Enfin on a, par inégalité triangulaire

|αn+1| ≥

∣∣∣∣∣∣|x| −
n∑
j=1

d(Ij)

∣∣∣∣∣∣ = |x| −
n∑
j=1

d(Ij) > sup
x∈I1∪···∪In

|x|

et donc αn+1 ne saurait appartenir à I1 ∪ · · · ∪ In, i.e.

αn+1 ∈ In+1 \
(⋃n

j=1 Ij
)
et l’intervalle fermé centré en αn+1 de longueur 2

∑n
j=1 d(Ij)

est inclus dans In+1.
6-c Soit i et j deux entiers distincts supérieurs à 1. On note p = max(i, j) et q = min(i, j).

Alors αq appartient à Iq et donc aussi à ∪p−1
j=1Ij , contrairement à αp, de sorte qu’on a

αi 6= αj . De plus |αq| ≤ d(Iq) et donc aussi |αq| ≤
∑p−1
j=1 d(Ij), de sorte que αp − αq
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appartient à l’intervalle fermé centré en αp de longueur 2
∑p−1
j=1 d(Ij), et donc aussi à Ip.

En particulier αp−αq n’appartient pas à E(f, ε0). Comme ce dernier ensemble est stable
par passage à l’opposé, il en va de même pour αq − αp et donc αi − αj 6∈ E(f, ε0).
On a donc, pour tous i et j distincts dans N∗, ‖f(·+ αi)− f(·+ αj)‖ ≥ ε0 et donc on
ne peut extraire aucune suite de Cauchy de la suite (f(·+ αn))n∈N∗ et donc, a fortiori,
de sous-suite convergente. Ceci contredit l’appartenance de f à N . On a donc N ⊂ B
et, au vu de la question I.5, B = N .

7
7-a Soit f et g dans B et donc aussi dans N . Soit (an)n∈N∗ une suite réelle. On dispose

d’une sous-suite (bn) de (an) telle que (f(·+bn))n≥1 soit convergente puisque f ∈ N . On
dispose également d’une sous-suite (cn) de (bn) telle que (g(·+ cn))n≥1 soit convergente.
Comme (f(·+ cn))n≥1 est extraite de (f(·+ bn))n≥1, elle est également convergente. On
note f = lim f(·+cn) et g = lim g(·+cn). Alors on a (f+g)(·+cn) = f(·+cn)+g(·+cn)
et, par linéarité de la limite, il vient f+g = lim(f+g)(·+cn) et on en déduit f+g ∈ N

et donc f + g ∈ B.
Puisque ‖·‖ est une norme d’algèbre, on procède de même pour fg. On a

‖(fg)− (fg)(·+ cn)‖ ≤ ‖f − f(·+ cn)‖ × ‖g‖+ ‖g − g(·+ cn)‖ × ‖f(·+ cn)‖

et donc, puisque les translations sont des isométries de Cb(R,C), le terme de droite est
une somme de deux produits d’une suite bornée par une suite convergeant vers 0, donc
est une suite tendant vers 0. Il en résulte, par positivité, fg = lim(fg)(· + cn) et on en
déduit fg ∈ N et donc fg ∈ B.

7-b Puisque les suites constantes sont périodiques, ainsi que les exponentielles eλ pour λ
dans R, leur produit l’est aussi. D’après la question préliminaire 2, on en déduit que ce
produit est dans B et donc, d’après la question précédente, il en va de même pour les
éléments de C par somme : C ⊂ B.

8
8-a Pour n dans N∗ on a

∥∥∥ane1/n

∥∥∥ = |an| et donc la série
∑
ane1/n est normalement conver-

gente, donc uniformément convergente sur R. Il en résulte que sa somme est bien définie
et, puisqu’il s’agit d’une limite d’éléments de C , donc de B d’après ce qui précède, il
résulte de I.3 que sa somme appartient à B : g est bien défini et appartient à B.

8-b Soit T dans R∗+ et n dans N∗. Comme la série
∑
k≥1 akeke1/n est normalement conver-

gente, elle est uniformément convergente sur [−T, T ]. On peut donc échanger le signe
somme et le signe intégral et il vient

1
2T

∫ T

−T

+∞∑
k=1

ake1/k(t)e1/n(t) dt =
+∞∑
k=1

1
2T

∫ T

−T
ake1/k−1/n(t) dt

et donc

1
2T

∫ T

−T
g(t)e1/n(−t) dt− an =

∑
k 6=n

ak

i sin
(
T

k
− T

n

)
T

k
− T

n

.
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Pour k dans N∗ avec k 6= n, on note gk l’application de R∗+ dans C donnée par

gk(t) = ak

i sin
(
t

k
− t

n

)
t

k
− t

n

.

Puisque, pour x réel, on a |sin(x)| ≤ |x|, pour tout k dans N∗ distinct de n, on a
supR∗

+
|akgk| ≤ |ak| et donc la série

∑
k 6=n gk est normalement convergente sur R∗+. Il

s’ensuit que sa somme est une fonction bien définie sur R∗+. De plus pour tout k dans
N∗ distinct de n, on a lim+∞ gk = 0 et donc la somme de la série

∑
k 6=n gk admet une

limite en +∞ donnée par la somme de la série des limites, par uniforme convergence,
i.e.

lim
T→+∞

∑
k 6=n

ak

i sin
(
T

k
− T

n

)
T

k
− T

n

= 0

ou encore lim
T→+∞

1
2T

∫ T

−T
g(t)e1/n(−t) dt = an.

8-c Si la suite (an) est presque nulle, on dispose de N dans N∗ tel que, pour n ≥ N , on a
an = 0 et donc g est somme de fonctions toutes 2πN !-périodiques. Par conséquent elle
l’est aussi, i.e. g ∈ A .
Réciproquement si g ∈ A , on dispose d’une période T de g que l’on peut supposer
strictement positive puisque l’ensemble des périodes est stable par passage à l’opposé.
Soit alors k dans N et n dans N avec n > T/π. Par relation de Chasles, changement de
variable affine bijectif et périodicité, il vient

1
2kT

∫ kT

−kT
g(t)e1/n(t) dt =

k−1∑
j=0

1
2kT

∫ −kT+(2j+1)T+T

−kT+(2j+1)T−T
g(t)e1/n(−t) dt

=
k−1∑
j=0

1
2kT

∫ T

−T
g(t)e1/n(kT − (2j + 1)T − t) dt

= 1
2T

∫ T

−T
g(t)e1/n((k − 1)T − t) 1

k

k−1∑
j=0

e1/n(2jT ) dt .

Puisque 0 < 2T
n
< 2π, on a e1/n(2T ) 6= 1 et donc∣∣∣∣∣∣
k−1∑
j=0

e1/n(2jT )

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣1− e1/n(2kT )

1− e1/n(2T )

∣∣∣∣∣ ≤ 2∣∣∣1− e1/n(2T )
∣∣∣

et il résulte de l’inégalité de la moyenne∣∣∣∣∣ 1
2kT

∫ kT

−kT
g(t)e1/n(t) dt

∣∣∣∣∣ ≤ 2 ‖g‖
k
∣∣∣1− e1/n(2T )

∣∣∣ .
6
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D’où
lim

k→+∞

1
2kT

∫ kT

−kT
g(t)e1/n(t) dt = 0

et donc, par caractérisation séquentielle de la limite, il résulte de la question précédente
qu’on a an = 0. En particulier la suite (ak) est presque nulle, i.e.
g est périodique si et seulement si la suite (an) est nulle à partir d’un certain rang.
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