COMPOSITION C
ENS UrLM-LyoN-CACHAN 2011 — MP

Diffusion sur des ensembles finis

Préambule

Ce probleme est constitué de trois parties.

Le but du probleme est d’étudier des processus similaires a la diffusion sur des ensembles finis. La vitesse de
convergence vers la configuration uniforme est mesurée a ’aide de deux constantes : la constante de Poincaré
permet de mesurer la vitesse de décroissance de énergie (partie 1), tandis que la constante de Sobolev
permet de mesurer la vitesse de décroissance de ’entropie, qui est dans ce contexte 'opposée de ’entropie
physique (partie 2). Un exemple est traité dans la partie 3 : la diffusion classique sur I'hypercube (Z/2Z)?
avec le calcul de la constante de Poincaré.

Définitions, notations et rappels

On note R le corps des nombres réels, R le sous-ensemble des nombres réels positifs, et R} le sous-ensemble
des nombres réels strictement positifs. On fixe N un entier naturel supérieur a 2 et on note (- | -) le produit
scalaire renormalisé sur RY et |-|, la norme euclidienne associée, i.e.

N N
1
N N 2 _ 1 2
V(u,v) € RY x RY, (ulvy = Eﬁ et |lull; = I igl us
On note 7 le vecteur de RY donné par 7 = (1,...,1) et si u € RY, on note u = (u;)1<i<n-

Matrices stochastiques

Soit P une matrice de .#n(R). On dit que P est symétrique et bistochastique si

N N
v(i,5) € [1, N]? (pi,j =pii, Pij >0 et D> prj=Y pik= 1) :

k=1 k=1

Si p;; > 0 on dit que I'état j est connecté a ’état i. On dit que la matrice P est irréductible si pour tous ¢
et j dans [1, N], il existe des j1, jo, - . -, jr dans [1, N] permettant de connecter les états j et 4, i.e. pj, ; > 0,
Pjagr > 05 ooy Pjp gy > 0 €t pyj, > 0.

Dans ce probléeme P est une matrice de .Zx(R) symétrique, bistochastique et irréductible.

Inégalité de Jensen

Soit ¢ dans C°(R,R) strictement convexe. Soit 3 et f dans (R )" avec Zﬂl =1,ona:
N N
0 <Z f&»ﬁ) > Bip(f:)
i=1 i=1
et, si B € (R})V, il y a égalité si et seulement si f € Rym.

PARTIE I - Energie et inégalité de trou spectral

On identifie les vecteurs de RN & des vecteurs colonnes.

1)(a) Montrer que 7 est un vecteur propre de P.



(b) On suppose de plus que les coefficients de P sont tous strictement positifs. Montrer que 1 est une
valeur propre simple de P.
Indication. On s’intéressera a la valeur maximale des coordonnées d’un vecteur propre.

(¢) Montrer que 'on peut aboutir & la méme conclusion sans 'hypothése supplémentaire que tous les
coefficients de P sont strictement positifs.

2) On définit la forme de Dirichlet associée & la matrice P par :

N N
1
¥(u,v) €RY xRN, E(u,v) = o DD (s —uy) (v — v

i=1 j=1

(a) Montrer, pour u et v dans RY, £(u,v) = (u| (Iy — P)v) = ((Ix — P)u]v).

(b) On définit la constante de Poincaré par

u:mf{i(”’”) ’veRN\{O},<7r|v>:O} .

2
|U||2

Montrer que I'infimum est atteint et en déduire que p est strictement positif. Interpréter p en fonction
des valeurs propres de Iy — P.

3) Soit u® € RY tel que (r | u®) = 1. On admet que ¢ — exp(t(P — Iy))u® est I'unique solution définie
sur R du systéme différentiel linéaire suivant

W)= (P—1Inu(t) et u0)=u’ avec (r|u’)=1, (1)

(a) Montrer : Vt € R, (7| u(t)) = 1.

(b) Montrer que u(t) tend vers 7 a vitesse exponentielle lorsque ¢ tend vers 400 :
2 2
Vte Ry, |u(t)—nl|; < ||u0 — 7THZexp(—2,ut) .

Indication. Si e(t) = ||u(t) — 7||2, chercher une inégalité qui relie ¢'(t) et e(t) puis multiplier par une
fonction exponentielle bien choisie.

PARTIE 1II - Entropie et inégalité de Sobolev
Soit ¢ dans C°(R,R) donnée par ¢(z) = zIn(z) si z € R%. Pour u dans (R4)" tel que (7|u) = 1, on
N
PUSEN . 1
définit ’entropie par H(u) = N ; w(u;).

Pour f non nul dans RY, on pose
1?
=M
N ; 1115

et on définit la constante de Sobolev par :

amf{gg}? ‘ feRN\{O},L(f)yéO}

Pour u dans (R )", on définit les vecteurs auxiliaires In(u) = (In(u;))1<i<n et vu = (/ui)1<i<n-

1) Montrer, & laide de l'inégalité de Jensen, que 'entropie est une quantité positive. A quelle condition
a-t-on H(u) =07
2)(a) Soit v dans RN \ {0} tel que (7| v) = 0. Etablir le développement limité en 0 :

L(m + ev) = 2¢2 ||v[|Z + O 0(e?) .



(b) En déduire o < %
On admettra que « est strictement positif.

3)(a) Montrer, pour a et b réels strictement positifs et distincts,

(ﬁ-ﬁ)Q _ 11n(b) - In(a)
b—a — 4 b—a '

Indication. On écrira la différence v/b — \/a comme une intégrale sur [a, b].
(b) En déduire, pour u dans (R})Y,

E(u,In(u)) > 4E(Vu, Vu) .

4) On considére & nouveau le systéme (1), avec la condition supplémentaire u® € (R%)V.
(a) Soit ¢t dans Ry. Montrer que exp(t(P — Iy)) est une matrice a termes positifs. En déduire u(t) €
(R1)".
(b) Montrer que la dérivée de t — H(u(t)) est donnée par la formule (u/(t) |In(u(t)) + 7), pour ¢ dans
R..

(c) Montrer que I’entropie converge vers 0 & vitesse exponentielle lorsque ¢ tend vers +oo :
vt e Ry, H(u(t)) < H(u)exp(—4at) .

(d) Montrer que I'on peut étendre 'inégalité précédente au cas ou u® vérifie u® € (Ry)N.
Indication. On pourra considérer la condition initiale u® = (1 — &)u® + em.

5) On définit la norme de la variation totale entre deux vecteurs (u,v) de RY x R :

N
1
[u—vllyr = NZ lui — il -
i=1

(a) Montrer, pour tous u et v dans RY, [|u — v, < |lu — v||,.

(b) On admettra 'inégalité suivante, pour a dans R,

3(a—1)2

< a4,
Li2q SP@-at

En déduire, pour u dans (R )V tel que (7 |u) =1 :
2
= w2 < 2H(w)

Indication. On pourra utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

PARTIE III - Exemple de I’hypercube (Z/2Z)4

Soit d un entier supérieur a 2. On considére E = (Z/2Z)? et (e;)1<;<a sa base canonique (en tant qu’espace
d

vectoriel sur le corps Z/2Z). On note - application de E x E dans Z/2Z définie par -y = Z x;y; et, pour
i=1

v dans Z/2Z, on écrit (—1)7 =1 si y est nul et (—1)” = —1 sinon.

On note N = |E| = 2%. On identifie E avec [1, N] ainsi que l'espace vectoriel R¥, des fonctions de F dans

R, avec RY. On munit R? du produit scalaire défini précédemment sur RY.

Si x est dans E, on note d, la fonction dans R telle que 6,(x) = 1 et 6,(y) = 0 si y # =.



1) A toute fonction u dans R¥, on associe la fonction transformée @, dans R¥, donnée par

VEeE, a€) =) (-1)*"u(x).

zeE

(a) Montrer qu’on a, pour tout z dans E non nul, Z(—l)f'z =0.
{EE

1
(b) Montrer la formule d’inversion, pour y dans E et u dans R¥, u(y) = i Z(—l)f'ya(g).

{ele
Indication. On cherchera & démontrer cette identité sur des fonctions particulieres.
1
(c) En déduire, pour u et v dans R¥, (u|v) = i (0] 0).

2) Montrer qu’on définit une matrice P symétrique, bistochastique et irréductible en posant P = (pg,y) (2,y)c £2
1
avec Poy = - s'il existe ¢ dans [1,d] tel que y — z = €; et pg, = 0 sinon.

3) On définit £ la forme de Dirichlet associée & P ainsi que les constantes de Poincaré et Sobolev comme
en parties I et II.

d
1
. ARG _ - _1\&
Pour tout £ dans E on définit ¢(§) =1 — pi E (—=1)%.

«
Il
-

(a) Montrer, pour £ dans E non nul, ¢(§) >

(b) Soit v dans R¥. On définit w = (Iy — P)v. Montrer, pour & dans E, @(§) = ¢(£)d(€).

~—

2
(¢) En déduire que la constante de Poincaré est égale a —.

d
1
4) On admettra que la constante de Sobolev vaut p dans ce cas. On considére a nouveau le systeme

différentiel (1), avec u® = N§,.
Déterminer un temps 7T suffisant pour atteindre la configuration uniforme 7 avec la précision € > 0 en
variation totale, i.e. :

VE>T ut) =7y <e
(a) ... en utilisant la constante de Poincaré,
(b) ... en utilisant la constante de Sobolev.

Que pouvez-vous en conclure ?
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)(a)

(b)

2)(a)

PARTIE I - Energie et inégalité de trou spectral

N
Pour ¢ dans [1,n], le coefficient d’indice ¢ de P est Zpi)j’ i.e. 1 et donc Pm = m. Comme 7 est
j=1

non nul, ‘ 7 est vecteur propre de P, associé a la valeur propre 1. ‘

Soit u, avec u = (u;)1<i<n, un vecteur propre de P pour la valeur propre 1 et soit ig dans [1,n] tel
u;, = max(uq,us,...,uy). Comme Pu = u, en identifiant les coordonnées d’indice iy de ces deux
vecteurs, il vient

N N N
> Dio(tio — ) = | D Pio | io = D Pig.jtty = Uig — Uig =0
i=1 i=1 i=1

et donc, puisqu’on a affaire & une somme de termes positifs, pour tout j dans [1, n]), p;,.; (wi, —u;) = 0.
Comme P est a coefficients strictement positifs, il vient u = u;,7 et donc Ker(P—1I,,) = R7r. Comme

P est symétrique réelle, elle est diagonalisable et donc |1 est valeur propre simple de P. ‘

Si P est symétrique et bistochastique, il en est de méme de P? et plus généralement des puissances
entieres positives de P : la symétrie et la positivité résultent de ces propriétés pour P. Quant a la
somme des coefficients, on a

N /N N /N N
Z ( pi,kPk,j) = Z <szk> Dk,j = Zpk,j =1
1 k=1

=1 \k= k=1 \i=1

et, par symétrie, il en résulte que P? est bistochastique. Une récurrence immédiate permet de
conclure qu’il en est de méme pour toutes les puissances P* avec k € N.

Soit u et iy définis comme précédemment ; alors u est également vecteur propre pour P* pour tout
k dans N, pour la valeur propre 1. De la démonstration précédente, on déduit que si le coefficient
d’indice (ig, j) de P* est non nul, alors u; = u;,. Or, par irréductibilité de P, pour tout j de [1,n],
on dispose de k dans N* et de (ji,...,Jx) dans [1,n]* tels que j soit connecté & ji, j1 & j2, ...,
jx & ig. En particulier le coefficient de P* d’indice (io, ) est la somme de termes positifs dont 1'un
est égal & Dig. juPju.ju_r = Dj1,j €t est donc strictement postif. On conclut u = u;,7 et donc, comme

précédemment, ‘ 1 est valeur propre simple de P. ‘

Remarque : on peut raisonner aussi de la fagon suivante. Soit M = max(u,...,uy) et X =

{j €ll,n]|u; = M}. Dapres la preuve de 1(b), si i € X et j est connecté a i, alors j € X.

Comme P irréductible, il vient X = [1,n].

Soit u et v dans RY avec u = (u;)1<i<n et v = (v;)1<i<n. On a, puisque P est bistochastique (pour
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les deux premiéres égalités) et symétrique (pour la quatriéme),

1 N N N

N;;uﬂh‘pi,j = N 2 uiv; pr (u|v)

1 N N N

5SS (zpm)
i=1j=1 =1

1 N N N

N Z Z UiVipi,j = N Zpl JV; (u]| Pv)
i=1j=1 =1

UV = Zp”uj (v| Pu) = (Pul|v) = (u| Pv)

2=
M-
WE
2=
\\Mz

s
I
—
<.
Il
-

&(u,v) (2 (ufv) =2(u|[Pv)) = (u|(Iy = P)v)

|~

Et donc, par symétrie du produit scalaire, il vient
[ E(u,v) = (u] (Iy — P)v) = ((In — P)ulv) .|

Puisque Iy — P est symétrique réelle, elle est diagonalisable. Comme 7 est vecteur propre de P, il
I’est de Iy — P et son orthogonal est donc stable par I,, — P. Puisque N > 2, cet orthogonal n’est pas

&
réduit & {0}. De plus pour v non nul on a v, ;}) =& ( Y , Y > Il en résulte que p est 'infimum
I3 [olly" [[vlly
de (v, v) pour v unitaire dans m+. Soit (e;)1<i<n—1 une base orthonormée de diagonalisation de la

restriction de Iy — P & 7+, (MNi)1<i<n—1 les valeurs propres associées et v unitaire dans 7t;ona

N—1 N—1
2 2
— . . > . . >\
E 1 A {eg|v)® > <1<1121f 1) E (e;|v)" > iy

ou ip dans [1, N — 1] est tel que \;, = inf1<;<ny—1 A;. De plus infimum est atteint en e;, et donc

I'infimum est atteint. \

Comme &(e;,, €;,) est une somme de carrés multipliés par des coefficients de P, c’est une quantité
positive. Comme 1 est valeur propre simple de P, 0 est valeur propre simple de I — P et donc n’est
pas valeur propre de la restriction de Iy — P & 7. Il en résulte

’ 1> 0 et pest la plus petite des valeurs propres non nulle de Iy — P. ‘

On note f lapplication définie sur R par f(t) = (7 |u(t)). Chacune des composantes de u étant de
classe C! sur R, il en est de méme pour f. De plus, pour ¢ réel, on a

F1@) = (wu' (1) = (m [ (In = P)u(t)) = ((In = P)m|u(t)) = (0 u(t)) =0,

puisque Iy — P est symétrique. Il en résulte que f est constante, égale a sa valeur en 0, i.e
vt e R, (|u(t)) = 1]

Soit e la fonction définie sur R par e(t) = |lu(t) — 7TH§ C’est une somme de carrés de fonctions de
classe C! sur R et elle est donc aussi de classe C! sur R. Pour ¢ réel il vient

) = 2ult) -l (t))
2 (u(t) — 7| (P — I )u(®)) -
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Comme (P — I,)m =0, on a

ety = 2(u(t)—n|(P—In)(u(t) —n))
= —2&(u(t) — m,u(t) — )
< —2ulju(t) — 7|2 = —2ue(t)

puisque (u(t) — 7 |7) = {u(t) |7) — H7r||§ =1—1=0 et en appliquant la définition de p.

Soit alors f la fonction définie sur R par f(t) = e?**e(t). Elle est de classe C! sur R en tant que
produit de deux telles fonctions et, d’apres 'inégalité précédente et la positivité de '’exponentielle,
la dérivée de f est négative. En particulier, pour t positif, f(¢) < f(0), i.e.

llu(t) — 7r||g <l - 7rH§eXp(—2,ut).

PARTIE II - Entropie et inégalité de Sobolev

1) La fonction ¢ est de classe C* sur R en tant que produit de telles fonctions et continue en 0, par
définition, avec ¢(0) = 0 par domination de z sur In(x) en 0. Elle est de plus strictement convexe
puisque, par exemple, sa dérivée seconde est la fonction inverse donc strictement positive la ou elle est
définie, i.e. R%. Il en résulte

H(u) > ¢ (}V Zu> = ((ulm) = p(1) =0

avec égalité si et seulement si u € Rym puisque (7 € Ri)N , d’aprés I'inégalité de Jensen et son cas
d’égalité, i.e.

‘l’entropie est une quantité positive et H(u) = 0 si et seulement si u = 7. ‘

2)(a) Soit € dans R, on a, par polarisation,
I+ evll3 = 14 2¢ (m [ v) + % [lvl; = 1+ & ||v]3
et donc, en particulier, m 4+ ev # 0 et, en effectuant un développement au voisinage de 0,
—In <||7T + ang) = —¢2 ||’UH§ +0(Y) .

De plus si € est assez petit, m+ v n’a aucune coordonnée nulle, puisqu’elles sont de la forme 1+ cv;.
Soit alors ¢ dans [[1, N]; on a, au voisinage de 0,

In ((14¢ev;)?) = 2In(1 +ev;) = 2ev; — %0} + O(e®) et (1 +ev;)® =14 2ev; + O(e7) .

Il vient, toujours au voisinage de 0,

al 2
L(m +ev) = % Z(l +ev;)?In <(1+EUZ)>

2
i=1 ”77"_5””2

N
(14 2ev; + O(e?)) (25vi — (v + Hv||§) + 0(63)>
=1
|v

(m

1

N
2 2 2 2

2¢ (| v) +e(d]lvlly — [lvll; = [lvl; I7]3) + O(?)

d’ott | L7 + ev) = 262 ||v]|3 + O-0(%).
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(b)

4)(a)

D’aprés 1.2(b), on dispose de v dans R™ unitaire vérifiant (7 |v) = 0 et u = E(v,v). La question
précédente montre, de plus, qu'on a alors L(7 + ev) ~ 22 au voisinage de 0 et, en particulier, cette
quantité est non nulle pour ¢ assez petit mais non nul. Par définition il vient, pour tout € assez petit
E(m+ev,m+ev)

L(m + ev)
Or, par polarisation, & (7 4ev, 7 +ev) = E(m, 1) +2e€ (1, v) +£2E (v,v) = € puisque (I, — P)7 = 0,
E(m+ev,m+ev)

L(m 4 ev) 2

non nul, o <

en utilisant 1.2(a). On a donc, au voisinage de 0,

et donc, par passage a la

limite, |a <

=

Soit a et b dans R, distincts. On munit 'espace vetoriel des fonctions continues sur [a,b] (ou [b, a])

1 b
du produit scalaire donné par (f |g) = 4 / f(t)g(t)dt. On a alors
—al,

Vb —a 1 b dx 1
it v L JORVALY

ot y_1/ est x +— 1/y/x et 1 est la fonction constante égale a 1. L’inégalité de Cauchy-Schwarz

donne alors )
Vb —+/a 1 2 s 1 1 b dz
YTOVTY <2 A = = =
< b—a = 4”7—1/2“ ]| 4b—a/a

xT

N (VB-va) _ 1m() - In(a)
YN S ) ST e—a

Soit u dans (R%)Y. Soit i et j dans [1, N] tels que u; # u;. L’inégalité précédente donne :

(s — ) (in(uz) — In(uz)) = (s — u)? 20 TG oy (a2

ui—uj

et donc, puisque les termes tels que u; = u; ne contribue pas & la somme, il vient en sommant
E(uIn(w) > 4€(va, V). |

Puisque les matrices P et Iy commutent, il en va de méme pour tP et —tI,, et donc exp(t(P—Iy)) =
exp(tP) exp(—tIn) = e ' exp(tP), puisque exp(—tIy) = e *Iy. Comme P est a coefficients positifs,
il en va de méme de toutes ses puissances et donc, par somme et limite, de son exponentielle. Par
conséquent

’exp(t(P — In)) est & coefficients positifs. ‘

Comme u(t) = exp(t(P — In))u’, les composantes de u(t) sont toutes positives et, puisque u° est
dans (R3)™, u(t) a une composante nulle si et seulement si exp(t(P — I,,)) admet une ligne nulle.
Or exp(t(P — In)) exp(—t(P — In)) = exp(0In) = In et donc exp(¢(P — In)) est inversible et ne

peut donc pas avoir de ligne nulle et |u(t) € (R)V.

La dérivée de ¢ existant sur R et étant donnée par ¢'(t) = 1 + In(t), la fonction ¢ — H(u(t))
est dérivable en tant que somme de telles fonctions (obtenues par composition) et la formule de
dérivation d’'une composée donne, pour ¢ dans R,

N
(Houy (1) = 1= > ul(t)¢ (us(t)) = (' (1) | In(u(t)) + 7)
i=1
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ie. ’1a dérivée de t — H(u(t)) est ¢ — (u'(t) |In(u(t)) + ). ‘
Soit ¢ dans R4. Puisque v/(t) = (P — In)u(t), il vient
(How)'(t) = (P — In)u(t) | In(u(t)) + m) = =€ (u(t), In(u(t)))

d’apres 1.2(a) et puisque (P — Iy)m = 0. On en déduit, via I1.3(b) et par définition de «,

(Hou) () < —4& (\/7 \/7>< —4aL (m)

HFH tm) =1 et L( ) Zu, In(u;(t)) = H(u(t))

et donc (H o) (t) + 4aH(u(t)) < 0. Il en résulte que ¢ — e4atH(u( )) est décroissante et

| H(u(t)) < H(u) exp(—4at). |

Soit u® dans (R4)™ tel que (r|u) = 1, £ dans R} et u® = (1 — e)u® + em. Alors u® € (R})V et
e my=(1—-e){u’ | m)+e¢ H7TH§ = 1. D’apres la question précédente, il vient, pour ¢ dans R,

H (et(P*IN)f) < H(u®) exp(—4at) .

Lorsque ¢ tend vers 0, u® tend vers u°. L’application u — e!(P—I¥)q, étant linéaire en dimension finie,
elle est continue. Enfin u — H(u) est continue en tant que combinaison linéaire de telles fonctions,
obtenues par composition d’une projection linéaire (donc continue car en dimension finie) et de .
Il en résulte, pour u’ dans (R )" tel que (7 |u) = 1, u la solution de (1) associée et t dans R,

’ H(u(t)) < H(u®) exp(—4at). ‘

Soit u et v dans RY. En notant |u — v| le vecteur de R tel que |u — v|; = |u; — v;|, I'inéga-
lité de Cauchy-Schwarz donne ||u — v\, = (Jlu—v||7) < |lu—v|, puisque ||7|l, = 1, et donc

lu = vllyg < flu = olly:]

Soit u dans (R4)" tel que (m|u) = 1. En sommant, pour i entier entre 1 et N, la relation ¢(u;) >
3(ul - 1)2

i — 1
“ + 4+ 2uy;

, il vient

N

2 Nu‘_g
mmaﬂwwm+%z%i%:%zL;g_

i=1 i=1

L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne, en notant |u — 7| le vecteur de coordonnées |u; — 1],

2
((m | [u = =[))
(<\/47r + 2u

2
(K 2%

Ji%)f

< il | =
< e 3t
i=1 v
6 o (u; — 1)
= NZ 4+ 2u;
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dott | u — 7|3, < 2H ().

PARTIE III - Exemple de I’hypercube (Z/2Z)?

1)(a) Soit z dans E non nul et ¢ dans [1,d] tel que z; # 0. Alors (—1)*¢ = —1. De plus Papplicatoin
& — £ 4 e; est une bijection de F dans E, puisqu’on a affaire a un groupe additif. Il en résulte

Z(,l)ﬁ-z _ Z(,l)(aei)z _ Z(,l)é-z =0

§EE EEE ¢€E

et donc Z(—l)f'z =0.

§EE

(b) Dans l'identification de R¥ & R, la base canonique de R correspond & la base canonique (6,).cx
de RF. L’évaluation d’une fonction en un point étant linéaire, Papplication v — @ est linéaire en
tant que combinaison linéaire de telles applications.

De plus, pour x et y dans F, il vient

1 PN "y .
NZ:(—U’E 6:(§) = NX:(—D5 <Z(—1) géw(2)>

(€E (eE z€E

1 w1
= D

{EE

1
- _1)£~(y+ac)
v 2

(EE

et cette dernieére quantité est nulle si y + x # 0, i.e. © # y puisque —y = y. Si, au contraire = = y,
la somme considérée vaut 1 et donc, dans tous les cas, elle vaut d,(y).

1
Comme 'application qui & u dans R¥ associe la fonction y — — Z(—l)g'yu(ﬁ) est linéaire, en tant

§EE
que combinaison linéaire d’évaluations, et est égale a l'inverse de u + @ sur la base canonique de

1
RF, elle est en fait égale & son inverse, i.e. pour y dans F et u dans R¥ | u(y) = N Z(—l)é‘yﬁ(f).
£EE

(c) Soit u et v dans R¥. On a

(u]9) = 5 S u@)it@) = 1 3 3 ()P ule)o(y) = (@]v)

zeE reF yelE

1
par symétrie de (z,y) — = -y. On applique ce résultat a u et Nf) La question précédente donne

15— Lo et it vient | (ulo) = - (a0
v=—0=—0et il vient | (u|v) = = (@|0).
N N N
2) Par définition P est & coefficients positifs et, puisque pour z dans E, z = —z, P est symétrique. De
d d
1 oo
plus, pour x dans F, on a pr,y = pr,m-s-ei = Z i 1 et donc Z Dz,y = 1 par symétrie de P.
yeE =1 =1 xeFR
Enfin si 2 et y sont dans E, avec x # y. On peut écrire y —x = >, ¢; avec ) C I C [1,d]. On éerit
I ={i1, - ,ix} et alors x est connecté & = + e;,, qui est connecté & = + e;, + e;, etc. jusqu’a y. Il en

résulte que ‘ P est symétrique, bistochastique et irréductible. ‘
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3)(a)

Soit £ dans E non nul. Dans la somme Z(—l)gi il y a donc au moins un terme égal & —1 et donc
i=1
au plus n — 1 termes égaux a 1, de sorte qu’elle est majorée par (n —1) x 1 4+1 x (=1),i.e. n—2. 11

en découle directement | ¢(€) >

>
Soit £ dans E. On a w(g) = Cllzd: (€ + ;). Soit y dans E et 7,(v) dans R définie par
Ty(v)(z) = v(z +y). On a alors =
7 (0)(§) = 2];(—1>5%<x+y> = 2(—1)5“—%@ — (—1)&¥o()
= o=

—

i.e. 7,(v) = g,0 ol g, est la fonction & — (—1)%¥.

d
) A 1
Il vient w =9 (1 -3 Zaei> et donc

i=1

() = e(§)i(¢)- |

Comme d > 1, N = 2% > 2 et on peut donc appliquer les parties I et IT. Soit alors v dans R non
nul tel que (7| v) = 0. Il vient, puisque w = (In — P)v et d’apres 1.2(a),

g(v,v):wv):% _ QZ

reE

o(x)?, d’apres la question

&.\1\3

Or ©(0) = N {m|v) = 0 de sorte que, pour tout = dans E, c(z)d(x)? >

précédente et la remarque qui vient d’étre faite. On en déduit

2
et, par conséquent, u > 7
2
Par ailleurs, si 0 = 8., comme (0.,)° = 8., et c(e1) = S on alors, pour tout x dans E, ¢(x)0(x)? =

2
fv(:v)Q, chacun des deux termes étant soit nul, si x # eq, soit égal a g si x = e;. Par conséquent si

d

o~ 2 2
v=NJ,,ona&(v,v) = g (v]v) et il en résulte que |la constante de Poincaré est égale a 7

Soit t dans R, grice a I1.5(a) et 1.3(b), il vient

lu(t) = 7l5p < llu(t) = 73 < [[u® =[5 e=*/" = (¥ = 1)e= "/

d 1 d
Par conséquent ||u(t) — 7||;,; < € pour tout t > T avec |11 = 3 In <) + 1 In(2% —1).

Soit t dans R, grace a IL.5(b) et 11.4(d), il vient

u(t) — |3y < 2H(u(t)) < 2H(u®)e */? = 2d1n(2)e =44/

d 1 d
Par conséquent ||u(t) — 7||,,; < € pour tout t > T avec | Tp = B In <) + 1 In(2d1n(2)).
5
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Pour d =1,0n a Ty <Ts. Pour d =2, on a 2dIn(2) = In(16) < 3. Pour d > 3, on a dIn(2) > In(8) > 2
dIn(2))?
et donc exp(dIn(2)) — 1 — dIn(2) > % > dIn(2), d'on 2¢ — 1 > 2dIn(2) et T} < Ty. En

conclusion :

sauf dans le cas de la dimension 1, les inégalités obtenues en partie II sont plus performantes que
celles obtenues en partie I.




