COMPOSITION DE MATHEMATIQUES C - (ULC)
ENS 2013 - MP

L’utilisation des calculatrices n’est pas autorisée pour cette épreuve.

On note N l'ensemble des entiers naturels et N* = N —{0}. On note Q4 1’ensemble des nombres
rationnels positifs ou nuls. On note R 1’ensemble des nombres réels, R I’ensemble des nombres
réels positifs ou nuls, et R I'ensemble des nombres réels strictement positifs.

Pour I intervalle de R, et L un sous-ensemble de R, on note C(I, L) 'ensemble des fonctions
continues de I dans L et C'(I, L) I'ensemble des fonctions de classe C! de I dans L.

On note Ms(R) Pensemble des matrices carrées a deux lignes (et deux colonnes) dont les coeffi-
cients sont réels.

On note F' I'ensemble des fonctions de R dans R vérifiant

Vr,y,0 e R, f(zcosf —ysind)f(zrsind+ycosh) = f(x)f(y) .

Les parties I, II et III sont indépendantes.
I

On suppose dans cette partie que f appartient a F et est de classe C'.
1. Montrer que
V(z,y) € R?,  f(2)f(y) = f(y/a2 +42)f(0) .

2. i) Calculer (pour (z,y) € R?\ {(0,0)}) les quantités [xa% — y%](f(x)f(y)) et [ma% -
yael (F (V22 1 y2)).

ii) En déduire qu’il existe o € R tel que
VzeR, f(z)=azf(z).
iii) Quelles sont les fonctions de F' N CY(R, R )?

11

On suppose dans cette partie que f € F est dans C(R,R).
1. Montrer que si f(0) = 0, alors pour tout x € R, f(z) =0.
2. On suppose dans ce paragraphe que f(0) # 0.

i) Montrer que pour tout x € R, f(x) # 0.

(W)
£(0)

ii) On considere la fonction r (de Ry dans R) définie par r(z) = In < > . Trouver une

relation entre r(z + y), r(x) et r(y), lorsque, x € Ry, y € R



iii) Trouver une relation entre r(s) et sr(1) pour s € N, puis pour s € Q, et enfin pour
S € R+.

3. Quelles sont les fonctions de FNC(R,R4)?

IIT

1. Soit A > 0, K > 0, et (Cy)nen une suite de fonctions de C([0, 1], R) telles que pour tout
te 0,1, Colt) < A, et

t
VneN*, te[0,1], Cn+1(t)§A+K/ Co(s)? ds . (1)
0

Montrer que

Vn € N*, t € [0, inf( Cn(t) <2A.

1
—1
4AK’ 2k
2. Soit T'> 0, B > 0, et D > 0 des constantes, et ¢ une fonction de C([0,T],R) telle que

Vi e [0,T], (1) §B+D/0t¢(s)ds.

Montrer que
vt e [0,T], ¢(t) < BePt.
3. Soit T7 > 0, A1 > 0, K1 > 0 des constantes, et (J,)nen une suite de fonctions de C([0, 77|, Ry)
telles que pour tout t € [0,71], Jo(t) < Ay, et
t
Vn e N*, t€[0,T1], Ju(t) < K / [n(s) + Jn_1(s)] ds . 2)
0
i) Montrer que pour tout t € [0,T1], n € N*,

t
To(t) < KT / To1(s)ds .
0

ii) En déduire que pour ¢ € [0,T1], n € N*,

[K\Tyef1 T
n! '

Jn(t) S Al
IV

Dans cette partie et la suivante, fi, est une fonction de R dans R* telle que z — f,,(z) exp(z?/2)
est continue et bornée.

1. i) Montrer que I'on peut trouver une unique suite de fonctions (fy,)nen de [0,1] x R dans
R telles que (¢,z) € [0,1] x R+ f,(t,7)exp(x?/2) est continue et bornée, t € [0, 1]
fn(t,z) € C1([0,1],R) pour tout = € R, et (pour tout n € N, (t,z) € [0,1] x R)

(‘9]3:1 (t,x) = /: </R [fn(t, xcos® —ysinb)f,(t,rsinf + ycosb) (3)

- fun(t. ) fut.w)] dy) @0,



frn41(0,2) = fin(2),
et
folt,z) = fin(z) .
Pour cela, on commencera par mettre I’équation (3) sous la forme
Ofnt1
ot
ou a, et b, sont des fonctions continues (définies a partir de f,,) judicieusement choisies.

ii) Montrer que pour n € N et (t,z) € [0,1] x R, on a f,(t,x) >0

(t, ) = an(t) fara(t, ) + ba(t, ) ,

2. i) Montrer que
VneN, te[0,1], zc€ R, 0< fut,z) < Cu(t) exp(—x2/2),

avec (Cp)nen suite de fonctions de C([0,1],R) telles que (1) est vérifiée (pour A, K
convenablement choisis en fonction de f;,).

ii) En déduire qu’il existe T} €]0, 1] et A > 0 tels que

Vte[0,T1], n€N, Cyn(t)<2A.

3. i) Montrer que (pour tout n € N)
e [0,1], € R, [fasi(t:®) — falt,®)] < Ju(t) exp(—a%/2),

avec (Jy, )nen suite de fonctions de C([0, 1], R) telles que pour tout ¢ € [0, 1] (et n € N*),
t t
J(t) < 27 / exp(—y2/2) dy [ / (2C0(5) + Cn1())Jn_1 () ds + / Cin(5) T (s) ds] .
R 0 0

ii) En déduire que la suite de fonctions (J,)nen vérifie (2) (pour K; et 77 > 0 convenable-
ment choisis).

iii) Montrer qu'il existe 7' €]0, 1] pour lequel la suite (¢,7) € [0,T] xR > f(t, ) exp(z?/2)
converge uniformément sur [0,7] x R. On notera (¢,7) € [0,T] x R — f(t,z) exp(z?/2)
la limite de cette suite.

4. Montrer que f est une fonction telle que (t,z) € [0,7] x R+ f(t,x) exp(x?/2) est continue
et bornée, t € [0,T] — f(t,z) € C1([0,T],R4) pour tout = € R, et

%(t,:n) :/Z/R[f(t,xcosﬁ—ysin@)f(t,xsin@—i—ycos@) —f(t,:r)f(t,y)} dy dé,
f(0,2) = fin(z) -
VvV

Dans cette partie, f désigne une fonction obtenue a la question IV .4.

On échangera par ailleurs dans cette partie sans justification les signes / (théoréeme de Fubini)

lorsque les intégrandes sont des fonctions g : R? — R continues telles que |g(x,y)| < H exp(—L(x?+
y?)) pour des constantes H, L > 0 données.



L)

ii)

2. Montrer que pour toute fonction ¢ de C'(R,R) telle que = +—

a b

c d
une matrice triangulaire supérieure inversible 77 € My(R) et une matrice triangulaire
inférieure inversible 75 € M»(R) telles que

M =TT .

Montrer que si M = ( ) € M>(R) est une matrice inversible telle que d # 0, il existe

Soit H, L > 0, h une fonction continue de R x R dans R telle que |h(z,y)| <
H exp(—L(z% + y?)), et M € M2(R) une matrice inversible. Montrer que

/:o /;OO h(z,y) dz dy = |Det(M))| /;OO /;OO h(M(z,y)) dz dy

é(z)
1+22

est bornée, on a (pour

t€0,7))

3. i)
ii)

i/Rf(t,xW(w)dx:le/R/R/:r{f(t,xcosé?—ysin@)f(t,a:sin@—i—ycos@)
_f(t,ﬂf)f(t,y)} X [¢($)+¢(y) — ¢(xcosh —ysinf) — ¢p(xsinf + ycosf)| dd dz dy .

Calculer (pour ¢ € [0,77]) la quantité [g f(t, ) do en fonction de fiy.
Montrer que (pour ¢t € [0,7] et z € R),

f(t,x) > fm(x)ef%rtfp{ fin(y) dy

4. Dans cette question, on suppose qu’il existe S7, So > 0, tels que

i)

ii)

Jin(x) > 516732‘96'2 .

Montrer que la quantité [ f(¢, 2)In f(¢, 2)dz définit une fonction de classe C* sur [0, 7]

et que
d
—/ ft,z)In f(t,z)dx <0.
dt Jr

On pourra pour cela s’inspirer du résultat obtenu a la question .2.

Il s’agit d’une version simplifiée de la premiére partie du Théoréme H de Boltzmann,
dans lequel on montre la croissance de l'entropie — [ f1n f d’un gaz raréfié.

Montrer que si l'on a (pour ¢ € [0,7] donné)

d
< | o) n f(tm) do =0,
dt Jr
alors on peut trouver Cy, Cy > 0 tels que

VeeR, f(t,x)= Che=07"

Il s’agit d’une version simplifiée de la seconde partie du Théoréme H de Boltzmann,
dans lequel on montre que si la densité dans I'espace des phases d’un gaz raréfié est
d’entropie maximale, alors c’est une fonction Maxwellienne de la vitesse des molécules
(ici représentée par une fonction Gaussienne centrée).
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COMPOSITION DE MATHEMATIQUES C — ENS 2013 — MP
On commence par introduire une notation. Soit (x,%) dans R? et # dans R, on note xy = x cos(#) —
ysin(0) et yp = xsin(f) + y cos(f). En d’autres termes, on a

(mg) _ (COS(G) —sin(&)) (:U)
Yo sin()  cos(6) Yy

ou encore xg + iyg = € (x + iy). Bien entendu il s’agit d’un abis de notation puisque xy et yg
dépendent aussi de (z,y).

1

1. Soit z et y dans R. On pose p = /22 + y2. On dispose alors de 6 dans R tel que = +iy = pe®
et donc (x_g,y_g) = (p,0). D’apres la propriété caractéristique de F' appliqué a =, y et —6,

il vient directement | f(z)f(y) = f (\/xQ + y2) £(0).

2. i) Nous supposons dans cette réponse qu’il faut interpréter la question comme le calcul du

déterminant de | | avec le gradient de la fonction g donnée par g(z,y) = f(x)f(y) ou
Y
avec celui de la fonction h donnée par h(z,y) = f(y/z? + y2), toutes deux définies sur
R?\ {(0,0)}.
Soit donc (x,y) dans R2\ {(0,0)}.
Puisque g est un produit, on a Vg(x,y) = (f(y)f'(z), f(x)f(y)) et il vient
o5 v | @) = 2@ W) - v ) F (@)
Puisque h est radiale, son gradient est proportionnel au rayon vecteur et donc
0 0
Y _, = 71 .2)) —
[:pay yax} (f (\/m +y )) =0.

ii) Les deux questions précédentes permettent de conclure, pour x et y réels avec y non nul,
zf(x)f'(y) —yf(y)f(z) =0.
Si f est nulle, 'assertion est satisfaite en prenant o quelconque, par exemple nul. Sinon,
soit yo tel que f(yo) # O et, par continuité de f, V' un voisinage de yo ou f ne s’annule
f'(y)
yf(y)

pas. Soit enfin y non nul dans V. Alors, en posant o = , il vient, pour tout x dans

R, |/'(x) = axf(x) ]

iii) Puisqu’on a affaire & une équation différentielle linéaire (sous forme résolue) dont les
coefficients sont définis sur R, le probléeme de Cauchy donné par y' = axy et y(0) = S
admet une unique solution définie sur R. Puisque = + Bexp(az?/2) est une telle so-
lution, il en résulte qu'un élément de F' est nécessairement de cette forme. Réciproque-
ment pour une telle fonction, on a, pour (z,y) dans R2, f(z)f(y) = B2 exp(a ||ul|* /2)
en notant v = (x,y) et ||-|| la norme euclidienne canonique du plan réel. Par inva-
riance par rotation de la norme euclidienne, on en déduit que f appartient a F' et donc

FNCYR,Ry) = {z— Bexp(az?/2) | (o, B) € R?}.
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Une autre rédaction est la suivante. Toujours d’aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz
dans le cas linéaire sous forme résolue, soit f est identiquement nulle (et appartient alors
a I), soit elle ne s’annule nulle part et est donc de signe constant (au sens strict) d’apres
le théoreme de Bolzano (dit des valeurs intermédiaires). On a alors pour tout x réel et
d’apres le théoreme de Leibniz-Newton (dit théoréme fondamental du calcul différentiel

et intégral) : ‘o) o ) p
ln<f(0)> :/0 f(t)dt:/o atdt:a?

et donc, par composition par 'exponentielle, f(z) = f(0)exp(az?/2). Réciproquement
toute fonction de la forme z +— Bexp(ax?/2) étant dans F, on a bien trouvé tous les
éléments de F N CHR,Ry).

Remarque : a condition d’autoriser la fonction nulle et les variances infinies (i.e. les
fonctions constantes), et de ne pas se soucier de la masse totale, ’ensemble obtenu est
celui des gaussiennes centrées. Dit autrement, il s’agit du coéne engendré par I’ensemble
des gaussiennes centrées et la fonction constante égale a 1.

I

1. Bien que la partie II soit annoncée comme indépendante de la partie I, comme le raison-
nement de I.1. n’utilise pas la régularité de f mais uniquement son appartenance a F', on
peut appliquer le résultat obtenu en I.1. Par conséquent si f(0) = 0, alors pour tout couple
(x,y) de réels, f(x)f(y) = 0 et il existe donc au plus un réel en lequel f ne s’annule pas. Par

continuité de f, il ne peut en exister qu'un seul, donc | f est nulle.

2.

i)

ii)

On commence par démontrer que f ne s’annule pas sur R;. Par 'absurde on consideére
X ={z e Ry| f(x) =0} et on suppose X # (). Alors, puisque X est non vide et est
minoré par 0, il admet une borne inférieure que I’on note x. Par continuité de f et par
caractérisation séquentielle de la borne inférieure, f(z) = 0, i.e. z € X. (On pourrait
aussi remarquer que X est fermé puisqu’image réciproque d’un fermé par une application
continue.) De plus on en déduit également que x est non nul puisque 0 ¢ X. Mais alors
d’apres 1.1, que 'on peut encore appliquer ici, on a

f (%)2 — F(@)(0) =0

x x
et ceci contredit la définition de x puisque 0 < — < z et —= € X. Par conséquent X

V2 V2
2

Soit alors y dans R, on a, toujours grace a I.1. que l'on peut appliquer ici, f(y)* =
F(V2|y|) £(0) # 0 et donc ‘ f ne s’annule nulle part. ‘

Puisque f ne s’annule nulle part, d’apres le théoréme de Bolzano (dit des valeurs inter-
médiaires), f est de signe constant sur R (au sens strict). En particulier, pour = dans

R, /z est bien défini et f(\/x)/f(0) aussi et ce dernier quotient est un réel strictement
positif. Par conséquent r est bien défini et on a, pour x et y dans R,

f(ﬁ)f(ﬂ)) . (fwm)
1(0)? £(0)

est vide et f ne s’annule pas sur R.

r() +r(y) = In ( ) = r(z+)
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d’apres 1.1 (que 'on peut encore une fois appliquer ici), soit ‘r(m +y) =r(x)+r(y). ‘

Remarque : on peut munir R d’une structure de groupe par transport de structure grace
A une bijection ¢ de R dans lui-méme, via la formule x xy = ¢ (¢(z) + ©(y)). Par
exemple en prenant pour ¢ une fonction puissance impaire, comme x xy = /x° + y>.
Dans le cas d’une puissance paire, cette formule permet de munir R, d’une structure
de monoide (i.e. tous les axiomes d’un groupe sauf le symétrique). Comme In est un
morphisme de groupes entre (R%, x) et (R,+) et comme la formule I.1 montre que

f(l()) f est un morphisme de monoides entre (R4, *) et (R, x), on en déduit que r est
un morphisme de monoides de (R4, +) dans lui-méme.

iii) Soit, pour s dans R, (H;) lassertion : Vx € Ry, r(sx) = sr(x).
Par définition, r(0) = 0 et donc (Hy) est vraie. D’aprés ce qui précede, pour tous s et
x dans Ry, on a r(sz + x) = r(sz) + r(z) et donc (Hs) = (Hs41). En particulier, en
spécialisant a s € N, le principe de récurrence permet de conclure que (Hj) est vraie
pour s dans N.
Puisque R, est invariant par division par un entier naturel non nul, il vient, pour x
dans Ry, p dans N et g dans N* et en posant s = p/q, qr(sz) = r(gsz) = r(pzr) = pr(x)
en appliquant (H,) puis (H,), et donc r(sz) = sr(x) puisque ¢ est non nul. Autrement
dit (Hj) est vraie pour s dans Q4.
Par densité de Q4 dans R et continuité de f, donc aussi de r puisque y/ est continu
de R4 dans lui-méme et In est continu de R* dans R, (H;) est vraie pour s dans
R :siz est dans Ry et si s est limite d’une suite (sy,)nen de rationnels positifs, alors
lim s,7(z) = sr(z) puisque lim est linéaire et limr(s,z) = r(sx) puisque lim s,z = sz
par linéarité de la limite et d’apres le critére séquentiel de continuité.

En spécialisant & = = 1, il vient [ r(s) = sr(1).

3. Pour z dans R, I’équation obtenue en 1.1, encore valide ici, donne f(x)f(0) = f(|x|)f(0) et
donc, si f(0) # 0, f est paire. C’est encore le cas si f(0) = 0 puisqu’alors f est nulle d’apres
II.1. Si f n’est pas nulle, on a donc, pour z dans R,

fl@) = f(lz]) = fF(Va?) = f(o)er(a;2) _ f(O)eQCQT(l)

et cette formule est encore valide si f est nulle. On retrouve donc les fonctions trouvées en
1.2.iii). Comme on a déja vérifié qu’elles appartiennent a F', on en conclut

FNCR,Ry) = {z— Bexp(az?/2)| (o, B) € R?}.

111

Telle quelle I'assertion est fausse. On peut la rendre correcte en mettant des valeurs absolues
ou, plus simplement, en supposant que les fonctions sont a valeurs dans R .

On suppose donc que (Cp)nen est une suite de fonctions de C(]0, 1], R4+). Soit alors, pour n
1
N, (H,,) assertion : dnf (—— 1), €, (1) < 24.
dans N, (H,,) l'assertion : Vt € [O in (4AK )} Chn(t)
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Par hypothese sur Cy, (Ho) est vraie. Démontrons I’hérédité de l'assertion. Soit donc n dans
N tel que (H,,) est vraie et t dans [0, 1], d’apres I'inégalité de la moyenne, il vient

t
Cp1(t) < A+ K/ Ch(s)?ds < A+ Kt sup Cp(s)?.
0

s€[0,t]
1
D’apres (H,,) si on a de plus ¢t < AR alors pour tout s dans [0,f] on a 0 < Cp(s) < 24 et
1
donc 0 < C,(5)? < 4A2, puis Cp1(t) < A+ KmélA2 = 2A.

D’apreés le principe de récurrence, on en déduit

4AK’

Vn € N*, Vit € {O,inf <1 1)], Cn(t) < 2A.

t
2. Soit ® la fonction sur [0,7] définie par ®(t) = e P (B+D/ ©(s) ds). Puisque ¢ est
0

continue, d’apres le théoreme fondamental du calcul différentiel et intégral (Leibniz-Newton),
® est de classe C! sur [0,7] en tant que produit d’une exponentielle et d’une combinaison
linéaire de fonctions de classe C!. Sa dérivée est donnée sur [0, T| par

d'(t) = De Pt (Lp(t) - B— D/Ot o(s) ds)

et est donc négative par hypothese sur . Il en résulte que ® est décroissante sur [0,7]
et en particulier inférieure & sa valeur en 0. Par conséquent, pour ¢ dans [0,7], il vient

o(t) < ®(t)eP! < ®(0)eP?, par positivité de I'exponentielle, soit | p(t) < BeP!.

t
3. i) Soit ¢t dans [0,7}1] et n dans N*. On pose B = Kl/ Jn—-1(s) ds. Il en résulte, pour u
0

dans [0, ¢] et par positivité de I'intégrande,
To(u) < Kl/ To1(s) ds+K1/ To(s) ds < B+K1/ To(s) ds
0 0 0

et donc, d’apres I11.2, J,(u) < Bef14 Par croissance de Pexponentielle et positivité de
K1, on a donc J,(u) < Bef1Ti 11 en résulte, puisque ce résultat est vrai pour tout ¢

t
dans [0, T1] et en spécialisant en u égal a t, | J,,(t) < Kefih / Jn—1(s) ds.
0

ii) On démontre 'assertion par une récurrence immédiate. Soit en effet, pour n dans N,
Kyt

n! (
Par hypothese sur Jy, (Hp) est vraie. Soit alors n dans N tel que (H,,) soit vraie. On a,
d’apres (H,,), la question précédente et I'inégalité de la moyenne,

¢ {KlseKlTl}n [KlteKlTl}nH
(Alnl) ds = Alw .

(H,,) assertion : pour ¢ dans [0,71], J,(t) < Ay en convenant 0° = 1).

YVt € [O,Tl] s Jn+1(t) < K1€K1T1 /
0
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Le principe de récurrence permet de conclure que (H,,) est vraie pour tout entier naturel
n. Par positivité et croissance, on en conclut qu’on a, pour ¢ dans [0, 73] et tout n dans

[KlTleKlTl} "

n!

N*) Jn(t) S Al

v

Pour simplifier les démonstrations, on introduit quelques notations :

1. Onnote Cp([0, 1] xR, R) I'espace vectoriel normé des fonctions continues et bornées sur le pavé
[0,1] x R de R?, & valeurs réelles, muni de la norme infinie donnée par || f||, = supjo,1)xr | |-

2. On note g et g les fonctions continues sur R et sur [0,1] x R respectivement données par
g(x) = g(t,z) = exp(x?/2), et Cy([0,1] x R,R) l'ensemble des fonctions f telles que f§
appartienne a Cp([0,1] x R, R).

3. Comme 1/g est définie, car strictement positive, et bornée par 1 sur R, Cy([0,1] x R,R) est
en fait un sous-espace vectoriel de Cy([0, 1] x R, R). Toujours parce que 1/g est définie, on
peut munir Cy([0,1] x R,R) de la norme donnée par [|f||, = || fgllo- De plus f + fg est un
isomorphisme continu d’espaces vectoriels normés de Cy([0, 1] x R, R) sur Cy([0, 1] x R, R).

4. On note C}(]0,1] x R, R) I'espace vectoriel des fonctions sur [0,1] x R telles que, pour tout
r dans R, I'application partielle ¢t — f(t, ) est dans C*([0, 1], R).

5. Enfin on note G = Cy([0,1] x R,R) N C}([0,1] x R,R) et G le sous-espace de G formé des

fonctions f telles que a—{ appartient & Cy([0,1] x R, R).

Remarquons que 1/g est intégrable sur R puisque continu sur R et dominé par 1/2? en l'infini. En
1

particulier, pour f dans Cy([0, 1] x R, R) et ¢ dans [0, 1], on a, pour tout = réel | f(¢,z)| < || f|l, 9@
et donc, étant localement intégrable sur R puisque continu, z — f(¢,x) est intégrable sur R. De
plus, d’apres le théoréme de continuité sous le signe intégral, t — [ f(¢,z)dz est alors continu sur
0,1]. "

L’argument précédent et le théoréeme de dérivation sous le signe intégral (régle de Leibniz) per-

mettent de conclure que si f appartient & G, alors t / f(t,z) dz est de classe C*! sur [0,1], de
R
L ) of
dérivée donnée par [ —(t,x) dx.
R Ot

1. i) Par hypothese fy est défini par fo(¢,z) = fin(z) sur [0,1] x R et donc fy appartient a
G puisque f;ng est continu et borné par hypothése, et que la dérivée partielle de fy par
rapport a t est nulle.

Soit maintenant n dans N tel que f, existe et appartient & GG. Puisque f, appartient a

G, d’apres les remarques de début de partie, —27 [ f,(t,y) dy définit une fonction a,
R

continue sur [0, 1] et bornée par la quantité 27 || fy.||, /Rexp(—y2/2) dy.
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ii)

Pour z, y et 0 réels, puisqu'on a g(0) =1 et g € F, g(z9)9(ys) = g(z)g(y) en notant zy
et yp les quantités réelles définies par zg + iyg = €?(x + iy) avec une dépendance en x
et y implicite. Puisque f, appartient & GG, on a

> g(z) _ 2 L
[9e) it 20) )| < ILally s = Al s

s
et donc (¢, z) — g(:v)/ / fu(t,zg) fr(t,yp) dy dO est une fonction continue sur [0, 1] x
-7 JR
R, d’aprés le théoréme de continuité sous le signe intégral. Autrement dit, la fonction
/ / f(t,zg) f(t,yp) dy df définit une fonction b, appartenant a C,4([0,1] x R,R) et
- JR

telle que [, < 2n £l [ exp(=y?/2)dy.

Par conséquent ’équation (3) est équivalente a

8fn+1
ot

(t,2) = an(t) far1(t, ) + ba(t, ) .

Il résulte du théoreme de Cauchy-Lipschitz linéaire que, pour tout réel z, il existe une
unique fonction dans C1([0,1], R) solution de y' = a,(t)y + b, (t, z) avec y(0) = fin(2).
Ceci démontre ‘l’unicité de la suite (fn)neN- ‘

t
On note A,, la primitive de a,, sur [0,1] donnée par A,(t) = / an(s) ds, comme il est
licite d’apres le théoréme de Leibniz-Newton par continuité de a,,. Alors, par variation
de la constante, on a la formule, pour (¢,z) dans [0, 1] x R,

t
frg1(t,x) = fm(:E)eA"(t) +/ bn(s,x)eA"(t)_A"(s) ds .
0

Puisque A,, est continu sur [0, 1] et f;;, 'est sur R, le premier terme du membre de droite
est continu sur [0, 1] x R et, par hypothese sur f;,, appartient en fait & Cy([0,1] xR, R).
De plus, d’apres le théoreme de Weierstra8, A,, est borné sur le compact [0,1] (et y
atteint ses bornes). On note ||A,[l,, = supjg 1) |An| et il vient que I'intégrande dans le

second terme est une fonction continue de (s, t, ) bornée par e2ll4nllo [6nl, exp(—22/2).
Puisqu’on inteégre sur un segment, la continuité de l'intégrande et la domination précé-
dente assurent, via le théoréme de continuité sous le signe intégral, que le second terme
est dans Cy([0,1] x R, R), de norme majorée par e?l4nllo [bnl,- 11 en résulte que fri1
est dans Cy([0,1] x R,R). L’équation (3) montre que la dérivée partielle par rapport
a t de f,41 existe et est continue, de sorte que f,+1 appartient a G et ceci assure

‘l’existence de la suite (f,)neN- ‘

Remarque : puisque a, est borné et que f,y1 et b, appartiennent a G, 1’équation

afn—i—l

ot
Soit, pour n dans N, (H,,) I'assertion : V(t,z) € [0,1] x R, f,(t,z) > 0.
Par hypothese sur fy et fin, (Hg) est vraie.

t,x) = an(t) fnei(t, ) + by (t, ) entraine qu'en fait f appartient & G*.
+
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Soit maintenant n dans N tel que (H,,) soit vraie. La formule
f”+1(t7x) fm +/ 3 33 n(t)=An (S)d

= fin(z +// /fnsxefnsye) n(O=An() ds dg dy

exhibe f,,11 comme somme de termes positifs, le premier étant strictement positif puisque
fin est & valeurs strictement positives, une exponentielle est strictement positive et le
second terme est I'intégrale d’une fonction positive.

Le principe de récurrence permet de conclure que (H,,) est vraie pour tout entier naturel
n et, a fortiori, pour tous (n,t,z) dans N x [0,1] x R, | f,(t,2) > 0.

Pour n dans N et ¢ dans [0, 1], on pose Cy,(t) = supg fu(t,2)exp(z?/2), ce qui est
licite puisque f,, appartient a G, A = || fol| g et K =2m / exp(—y?/2) dy. Par consé-

R

quent Cy est la fonction constante égale a A, et est donc continue. Par ailleurs, d’apres
léquation (3) et le théoréeme de Lagrange (dit des accroissements finis), pour n dans

N, fn+1g est lipschitzienne par rapport a la premiére variable, de rapport a avec
a = [lan|l o [ fat+1ll, + [|bnll,- Soit donc ¢ et ¢ dans [0,1], on a

frno1(t', ) exp(x2/2) < frr1(t, x) exp(x2/2) +alt =t < Cpyr(t) +alt = |

et, en passant au supremum, Cp11(t') < Cy(t) + a|t —t'|. En interchangeant les roles de
t et ¢, on en conclut que C), 41 est lipschitzienne de rapport « et est donc en particulier
continue. Par conséquent, pour tout entier n, ‘Cn est continue. ‘

Avec les notations de la question IV.1 et en utilisant IV.1.ii), a, est a valeurs négatives
et donc A,, est décroissante. Comme A, (0) = 0, A, est aussi a valeurs négatives. La
formule

rsa(t:2) = Fin@)e ™0 1 [y (s, m)e O 4

permet d’obtenir, pour ¢ dans [0, 1] et z réel

0 < fog1(t,z)g(x) < A+ /Ot bn(s,x)g(x) ds .

Or, pour ¢t dans [0, 1],
/ b5, 2)g() ds = / | [ ulsszotals, o)l (@) exp(—o*/2) ds do dy
=[] | s wa)gen) fuls mo)alun) exp(—9?/2) ds do dy

// /C’ Zexp(—y?/2) ds df dy
gK/O Cn(s)*ds

t
et donc |Cp41(t) < A+ K/ Ch(s)* ds.
0
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ii) Par définition, pour n dans N, C), est & valeurs positives. Comme Cj est constante égale
a A, la question précédente permet d’appliquer le résultat de la question II1.1. En posant

T1 = inf AR 1), avec A et K comme dans la question précédente, il vient 77 €]0, 1]

et, pour tous n dans N et ¢ dans [0, 7], | Cpn(t) < 2A.

3. i) Pour n dans N et ¢ dans [0, 1], on pose J,(t) = supg |fut1(t,7) — fa(t, z)|exp(a?/2),
ce qui est licite puisque f, et f,4+1 appartiennent a G. Comme, pour tout n dans N,
fng est lipschitzienne par rapport & la premiére variable, d’apres les arguments de la
question précédente et en utilisant que fy est constante par rapport a cette variable, J,
I’est également. Il en résulte que ‘ J,, est continue. ‘

Soit m dans N* et (t,z) dans [0,1] x R. Il vient, en utilisant les notations des deux
questions précédentes,

lan(t)] < 27 /R Co(t) exp(—22/2) de = KCy(t) ,

lan(t) — an_1(t)] < 27 /R To1(8) exp(=22/2) dz = K Ju1 (1),
et

(fn(tv 79) fu(t,yo) — fr—1(t, z9) fa—1(t, y9)>g(a¢)

e[ nlto) —nluww)ﬂ@
—fa-1(t,ze)  fult,vo)

— det fn(tvxé’) - fnfl(taxe) fn(taye) - fnl(tayé’)) g(xe)g(y0> exp(—y2/2)

—frn1(t, ) In(t,y0)
— det (fn(the) - fnfl(t7x9)) g(xe) (fn(tvyO) - fnfl(uye)) g(yO)) eXp(—y2/2) ,
—fn-1(t,z0)9(z0) fn(t, y0)9(yo)
d’ou
bn(t, ) — b1 (£, 2)|g(x L/ 1 (H)C(8) + Ju 1 (£)Co1 (1)) exp(—y/2) d6 dy

< KJp1(t) (Cr—1(t) + Cu(t)) -
On en déduit

| fro1(t, 2)— fu(t, x)|g(2)
— ‘/o [an(S)an(s,x) — an_1(8) fu(5,2) + bu(s, ) — bnq(S,x)]g(x) ds

< [ () a(5,2) = fuls,2)lg (@) + lan(s) = an s ()l )y
0
+ |bn (s, z) — bn_l(s,x)\g(x)} ds

< /Ot (KCp(8)Jn(8) + KJp—1(8)Cr(s) + KJp-1(s) (Cp—1(s) + Cr(s))) ds
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et donc, puisque K = 27r/ exp(—y2/2) dy,
R

Jn(t) < 27r/ReXp(—y2/2) dy [/Ot(20n(s) + Cr—1(8))In—1(s) ds + /Ot Cr(8)JIn(s) ds].

ii) En reprenant les notations précédentes, pour ¢ dans [0, 73] et n dans N*, on a donc, par
positivité de J, et J,_1,

Tu(t) < K /0 64T, 1(5) + 24, (s)) ds < 6AK /0 () 4 (5) ds

ce qui est (2) avec K1 = 6AK : ‘la suite (Jp)nen vérifie (2). ‘

iii) Puisque (J,)nen est une suite de fonctions de C([0,71],R4) vérifiant (2), en posant
Al = supo,y) Jo, ce qui est licite puisque Jy est continu sur [0, 73], il vient d’apres II1.3
et pour (¢t,z) dans [0,77] X R

[KlTleKlTl]n

|fn+l(t;x)_fn(t7‘r)’ SAl n!

et donc la série de fonctions fpg + Z( fn+1 — fn)g est normalement convergente dans
n>0

Cy([0,T1] x R, R). Cette série de fonctions converge donc uniformément sur [0,71] x R.

Comme les sommes partielles de cette série sont les termes de la suite (f,)nenN, on en

déduit que cette suite ‘converge uniformément sur [0, 7], avec T' = T7. ‘

4. En tant que limite uniforme de fonctions continues, f§ est ‘continue sur [0,7] x R. ‘

Par convergence normale, on a de plus pour (¢,z) dans [0,7] x R

+o0 KiTy1n
KT 141
0 < f(t,2)g(x) §A+AlzM

n=0

n! ’

la stricte positivité de f provenant du fait que c’est une somme de fonctions strictement

positives d’apres IV.2. Par conséquent fg est ‘bornée sur [0,7] x R. ‘

Enfin la série de fonctions fy + Z( frnt1 — fn) est dérivable terme a terme par rapport a la
n>0
premiere variable, de série dérivée Z (anfrn+1—an—1fn+bp—bn_1) en convenant a_y = b_1 =
n>0
0. D’apres les calculs effectués précédemment, il en résulte que le terme général de cette série

1
est majoré en valeur absolue par celui de la série Z K(CnJ, + (2C, + Cp—1)Jp—1)— et donc
g

aussi par celui de la série 6AK Z(J" + Jp—1). Comme cette derniére série est normalement
convergente sur [0, 7] en tant que somme de deux telles séries, d’apres la question précédente,
la série dérivée est normalement convergente sur [0, 7] x R. D’apreés le théoréme de dérivation
des séries normalement convergentes, la somme de cette série est la dérivée de f par rapport

0 0
a la premiere variable. Autrement dit lim, Ofn _ 0F

= — et en particulier pour tout x réel
ot ot p P :

t + f(t,x) est dans C1([0,T],R).
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Comme, pour (¢,z) dans [0,7] x R, on a |f,,(¢t,z)| < Cy(t) exp(—2?/2) < 2Aexp(—2?/2), on
peut appliquer le théoréme de convergence dominée pour obtenir lim a,, (t) = =27 [ f(t,y)dy.
n

R
De méme, pour t dans [0, T] et z, y et 0 réels, on a | f (¢, 29) fn(t, yo)| < 4A4% exp(—(2%+1y?)/2)
et donc, par convergence dominée,

timby(t,2) = [ [ Flt,a0)f(t,30) d6 dy

aux operatlons algébriques, on déduit
/ / [ t,x cos(0)—ysin(0)) f(t, zsin(8)+ycos(0))— f(t, z) f(t,y)| dydd pour
(t x) dans [0,7] x R et f(0, ZL‘) fin(x), pour z réel.

Remarque : puisque f appartient a G, la formule précédente montre qu’en fait f appartient

= anfnt1 + bn et fr(0,) = fin, et puisque le passage & la limite est compatible

a Gh.
\'%
1. i) Soit M une matrice inversible dans My(R), avec M = @ b et d # 0. On pose
c d
1 é ad — bc
Ty = d| et Ty = d .1l vient alors M = T1T5, det(T1) = 1 # 0 et
0 1 c d

det(T2) = ad — be = det(M) # 0, de sorte que
T1 est triangulaire supérieure inversible, 75 est triangulaire inférieure inversible et
M =TTs.

ii) L’écriture M (z,y) ne semble pas correcte. On U'interpréte comme la valeur en (z,y) de
I’application linéaire canoniquement associée a M.

L’hypothése sur h se récrit [h| < H exp(—L|-||*), ot ||(z,y)||* = 22 4 y2. Par continuité
des applications linéaires en dimension finie, si h vérifie cette hypothese pour H et L,
il en est de méme pour h o M pour H et L ||M]||?, ot ||M|| désigne la norme matricielle
subordonnée a la norme euclidienne. De plus h, et donc aussi ho M, sont alors intégrables
sur R? puisque continues et majorées en valeur absolue par une fonction intégrable.

Soit M dans M>(R) inversible avec M = (a b). Soit Tp la matrice triangulaire in-
c d
. . . 10 . . . . e 1
férieure inversible . Sid=0 alors ToM est inversible et son coefficient d’indice
11

(2,2) est égal a b, qui est non nul puisque le déterminant de M est alors —bc et est non
nul. Par conséquent, d’aprées la question précédente, on dispose de T et T5 triangulaires
inversibles telles que soit M = 11715, soit Ty M = 1175. Dans ce dernier cas M = T 1T1T2
et ceci exhibe M comme produit de trois matrices triangulaires inversibles.

10
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11 suffit donc de démontrer I'assertion lorsque M est triangulaire puisque le déterminant
est multiplicatif et les hypotheses sur h sont stables par composition avec une application
linéaire. Quitte a échanger I'ordre d’intégration, échanger les deux variables et transposer
la matrice, on peut supposer que M est triangulaire inférieure, i.e. b = 0. On s’intéresse
donc a

lad| / h(ax,cx 4+ dy) dz dy,
R2

i.e. & la limite quand «a, o/ tendent vers —oo et 3, B’ tendent vers +oo de

B B
lad| / / h(azx,cx + dy) dz dy .

Par changement de variable affine, cette derniere intégrale est égale a

B rdB'+cx
c@lal [ [ haw,y) dady

a o/ +cx

ot £(d) est le signe de d. Puisque l'intégrande est intégrable sur R?, le théoreme de
Fubini assure que l'intégrale intérieure converge et que la limite quand o’ tend vers —oo

et 3 tend vers +oo vaut
B
!a\/ / h(az,y) dz dy
a JR

e(a) /GZB/Rh(x,y) drdy .

Toujours grace au théoreme de Fubini, cette intégrale converge et on obtient

ie.

lad]| / h(azx,cx + dy) de dy = / h(z,y)dzdy .
R?2 R?2

400 ptoo oo oo
On en conclut / / h(z,y) dzdy = |Det(M)|/ / h(M(z,y)) dz dy .

2. Soit 7 la fonction définie sur R par v(z) = 1 + 22 et ¢ dans C(R,R) telle que ¢/~ soit
bornée. On dispose donc de C' dans R tel que |¢| < C~v. On note f la fonction définie sur
[0,7] x R par f(t,z) = f(t,x)p(x). D’apres la question IV.4, c¢’est une fonction de classe C!
par rapport a la premiére variable, continue par rapport a la seconde en tant que produit de

1
telles fonctions et on dispose de D dans Ry tel que |f| < D= sur [0,7] x R.
g

Par conséquent, pour (t,z) dans [0,7] x R, on a |f(t,z)| < CDexp(—xz2/2)y(z) et cette
derniére fonction est continue et intégrable au voisinage de I'infini puisqu’elle y est négligeable

1
devant —. D’aprés le théoréeme de continuité sous le signe intégral, la fonction ® définie sur
[0,T] par
a(t) = [ 1(t.2)o(x) da

est continue.

11
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0
L’expression de —f obtenue en IV.4 permet également d’obtenir

ot

of

Srtg@| < [* [ D*esp(=y?/2) d0dy+ 27D [ Dexp(—y/2)d

< 47TD2/ReXp(—y2/2) d

et on peut donc appliquer la régle de Leibniz (théoréeme de dérivation sous le signe intégral) :
® est de classe C! sur [0,7] et on a
of

()= | 5t 2)d)de

// /[ (t, o) f(t,yo) — f(t, @) f(t,y)|P(x) dz df dy .

De plus I'intégrande est majoré en valeur absolue par D2Cry(x)exp(—(2? + 32)/2) et cette
fonction est continue et intégrable en fonction de (z,6,y) sur R x [—m, 7] x R. De plus le
théoreme de continuité sous le signe intégral s’applique pour toute intégration par rapport
a 'une des variables ou par rapport a deux variables et fournit également une majoration,
en valeur absolue, des intégrandes. On peut donc appliquer le théoréme de Fubini et il vient

:/ WY(t,0)db, avec

0(t.6) = [t f () = F(t.2)1(t,)|olz) do dy.

D’aprés les majorations déja obtenues, on peut appliquer la question précédente avec les
transformations linéaires inversibles suivantes : (z,y) — (y, z), (x,y) — (z_g,y_g) et (z,y) —
(yp, zp). En notant ry la rotation d’angle 6 et o la symétrie par rapport a la premiere bissec-
trice, on a rg o 0 = o o r_y. Puisque (z9,yp) = ro(z,y), il vient

w0 = [ | :f(t,rce)f(t,ye)—f( 2 /(. >} (x) da dy
= [0 sta0) = 5001600 oto) away
R2L
= ftz)f(ty) — f(t,z—o)f tye}eﬁwedxdy
R2 [
= [, [f€ 0 1t2) = )10, 20) | 00) d dy

et il vient en intégrant par rapport a 6, éventuellement apres un changement de variable affine

12
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0— —0,
F(t2) F(t.ys) — F(t,2) ()| 6() da dy dB

F(t o) [t 20) — F(,2) ()| 6(y) d dy d6

() f () — F(t o) f(tyo) | élxo) d dy 4B

F(ty)F(t.x) — F(ty0)F(t 20) | Blyp) da dy dB

et donc, en prenant la moyenne de ces quatre expressions et en réutilisant le théoréeme de
Fubini,

(i/Rf(t,x)ﬁb(ﬂf)dx:i/R/R/:{f(t,azcosﬂysin@)f(t,xsin@+ycos€)

—f(t,x)f(t, y)] X {gb(m) + o(y) — p(xcosf —ysinf) — ¢(xsinf + ycosh)| db dx dy .

3. i) La fonction ¢ constante et égale a 1 vérifie les hypotheéses de la question précédente et
on en déduit

d
E/Rf(t,a:)dxzo.

On a donc affaire a une fonction constante par rapport a la premiere variable. Il en

/Rf(t,x) dz = /Rfm(x) dz.

ii) Soit ¢t dans [0,T] et  réel. D’aprés la question précédente et la question IV.4, on a

of
ot

puisque l'intégrande est positif. Il en résulte que

résulte, pour tout ¢ dans [0, 77,

(to) +2nf(t0) [ fulw)dy= [ [ f(ta)f(t0) a0y > 0.

f(t,z)e*™ Jr finy) dy
est une fonction croissante de ¢, donc minorée par sa valeur en 0, i.e. fi,(z), donc

flt,z) > fin($)€_27rtfR fin(y) dy.

4. i) Soit V la fonction définie sur R* par V(y) = yln(y). C’est une fonction de classe C'*°.
On se donne des constantes S7 et Ss comme dans I’énoncé.

On a déja remarqué que f est a valeurs strictement positives (et cela résulte aussi de la
question précédente), donc In(f) est bien défini. Par conséquent la fonction fIn(f) est
continue en x et de classe C! en ¢ pour (¢,z) dans [0,7] x R, par composition avec V.
Par hypothese sur f et d’apres IV.4, on dispose de deux constantes strictement positives
C et D telles que, pour t dans [0,7] et x réel, on ait

D exp(—Syx?) < f(t,x) < Cexp(—x2/2)

13
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ii)

avec D = Sjexp(—2nT [g fin(y) dy). Pour t dans [0,7] et = réel, par croissance du
logarithme, on en déduit

In(f(t, 2))| < max <| In(D)| + Spa?, | In(C)| + ;&)

et on dispose d’une constante « strictement positive telle que

[ In(f(t,2))] < a(l+2?),

d’ou l'existence de 5 dans R tel que

et

V(f(z,1))] < B(L+a?) exp(—2*/2)

of

o < B(1+ 2?) exp(—a?/2)

(t,2) - (1 +In(f(z,1)))

avec 3 = max (aC, (a+ 1)4nC? [g exp(—y?/2) dy), d’apreés les calculs menés en V.2.
D’apres la regle de Leibniz, on en déduit que la fonction ¥ définie sur [0, 7] par

(1) = /Rf(t,:c) In (f(t,2)) de

est de classe C! sur [0, T] | et sa dérivée est donnée par

ou encore

qﬂ(t):A(Hln(f(t,x)))%f(t,x) do

()= [ [* [ st - fea) i) < (4 (k) dedsdy.

Les arguments de la question V.2 s’adaptent directement et il vient

v = [ [ [ [rtmosem - s m(ZEDE) azagay

f(tv l‘@)f(t, y9)

Par croissance du logarithme l'intégrande, qui est la forme (a — b)(In(b) — In(a)), est

négatif et donc ¥’ est négatif, i.e.

d

a/Rf(t,m) In (f(t,2)) dz < 0.

Dans la question précédente, l'intégrale considérée n’est nulle que si I'intégrande est
identiquement nul, par continuité de cet intégrande, i.e. si et seulement si x — f(¢,x)
appartient a F'. Comme cette fonction est continue, & valeurs strictement positives et
tend vers 0 a 'infini, on déduit de la partie II qu’il existe C; et Co dans R tels que,

pour tout x réel,

f(t,x) = C1 exp(—Cax?).

1
Remarque : en fait on a directement Cy > 3
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