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Polynomes hyperboliques

Si K =R ou K = C, on note Pol(K") Ialgebre des fonctions polynomiales sur K™, dont la base canonique
est constituée des fonctions mondémes x — "™ ...27" ol my,...,my sont dans N et z1,...,x, sont les
coordonnées de x. Par convention, on aura toujours x? = 1, méme lorsque z; = 0. L’écriture d’une fonction
polynomiale comme combinaison linéaire de fonctions monoémes étant unique, on utilisera par la suite les

mots mondme et polynéme pour désigner des fonctions monoémes ou polynomiales.

Le degré du mondme z]™ ...z est I'entier mj + - - - +m,,. Un polynéme P de Pol(K™) est dit homogéne de
degré d s’il est combinaison linéaire des monoémes de degré d. Les polynémes homogenes de degré d sur K™
forment donc un espace vectoriel que I'on note Homy(K"). Les éléments de Homy(K"™) sont appelés formes
quadratiques sur K.

Si V est un espace vectoriel sur K de dimension finie n, le choix d’une base B de V permet d’identifier V'
a K" ; on peut donc parler de polynémes et de polynémes homogenes sur V. On admettra que ces deux
notions sont indépendantes du choix de B, et on notera Pol(V) (respectivement Homg(V')) lespace vectoriel
formé des polynomes (respectivement des polyndémes homogenes de degré d) sur V.

Si j et k sont deux entiers relatifs, on notera [i;j] Uensemble des entiers relatifs ¢ tels que j < i < k. Si
k < 7, [#; j] est donc vide.

Préambule

n P

1. Soit P € Homy(R"™) et v € R™. Calculer E fujaa—(v) en fonction de P(v).
7
=1 ’

Le probleme traite des polyndémes hyperboliques. Soit V' un espace vectoriel réel de dimension n > 1, soit
d > 1 un entier et @ € V un vecteur non nul; on dit qu'un polynéme homogene p de degré d sur V' (donc un
élément de Homg4(V')) est hyperbolique dans la direction a si d’une part p(a) # 0, et d’autre part, pour tout
vecteur x € R", les racines du polynéme a une variable

t— p(ta — x)

sont réelles. Remarquons que si s est un réel non nul, p est encore hyperbolique dans la direction de sa; ce
qui explique ’emploi du mot direction dans la terminologie ci-dessus.

2. Vérifier que dans cette définition, les racines de t — p(ta — x), comptées avec leurs multiplicités, sont
au nombre de d.

Ces racines seront notées A1 (z,a),. .., q(x,a) et rangées dans Pordre croissant :
Az, a) < - < Aglzya).
Si, de plus, pour tout x non colinéaire a a les inégalités sont strictes, i.e.
Ve eRa, M(z,a)<---<N(z,a),
on dit que p est strictement hyperbolique dans la direction a.

3. Exprimer p(z) au moyen de p(a) et des (A\;(x,a))i<j<q. Soit s € R. Exprimer en fonction du signe
de s les (Aj(sz,a))i<j<a et les (Aj(x + sa,a))i1<j<q au moyen des (\;(z,a))1<j<a-



PARTIE I - Exemples

4. Montrer que la fonction S +— det(S) est un polyndme homogene sur I'espace Sym,,(R) des matrices
symétriques réelles de taille m, et que ce polyndme est hyperbolique dans une direction convenable.

5. Pour quelles valeurs de ’entier k compris entre 1 et n, la forme quadratique donnée par

est-elle hyperbolique sur R™, dans une direction convenable ?

6. Soit d > 2 et p dans Homg4(V') hyperbolique dans une direction a, montrer que la formule

définit un polynéme hyperbolique dans la méme direction. On notera ce polynéme a - Vp.

7. Soit n > 2 et d € [1;n]. On définit sur R™ le d-éme polyndome symétrique élémentaire 34 par

Ya(z) = Z Tjy ... T,

1<ji1<-<ja<n
Mountrer que X4 est hyperbolique dans la direction e = (1,...,1).

PARTIE II - Continuité des racines

8. Soit n et d deux entiers strictement positifs, et F' : R® — R? une fonction. On se donne un élément
T de R™. On suppose que, pour toute suite (z"),en dans R™ qui converge vers 7, il existe une sous-
suite (z9*)) en (avec ¢ strictement croissante) telle que la suite (F(z%%)))ren converge vers F(ZT).
Montrer que F' est continue en 7.

9. Soit p dans Homy (V) un polynéme hyperbolique dans une direction a, ot d > 1 et dim(V) =n > 1.

\%4 R4
On définit 'application A : -

x— (M(z,a),..., (x,a)).

a) Si une suite (2™)nen de V est bornée, montrer que les suites (A; (2™, a))men pour 1 < j < d, sont
bornées elles-aussi.

b) En utilisant la question 8, montrer que A est continue.
PARTIE III - Le céne du futur

Soit p dans Homy (V') est hyperbolique dans la direction a, on désigne par C(p,a) l'ensemble des vecteurs
x € V qui satisfont Ay (z,a) > 0.

10. Vérifier que C(p,a) est étoilé par rapport & a. Montrer C'(a - Vp,a) D C(p, a).

On suppose jusqu’a la fin de cette partie que p est strictement hyperbolique dans la direction a.

R—R
11. Soit b dans C(p, a), x dans V et j dans [1; d], montrer que la fonction ¢; : est

t— N\j(tb+ 2, a)
surjective. Si d > 2, & quelle condition existe-t-il j et k distincts et ¢ dans R tels que ¢;(t) = @i (t) 7

12. En déduire que p est strictement hyperbolique dans la direction b.



13. Montrer que les (¢;)1<;<a sont strictement croissantes.

14. Soit x et y dans V. Montrer que ¢t — A1 (ty+z,a) —tA1(y, a) est croissante. En déduire que z — A1 (z, a)
est concave et que C(p,a) est un cone convexe, i.e. stable par multiplication par un réel strictement
positif et convexe.

15. Soit = et b dans C(p, a). Montrer Ay (z,b) > 0.
16. En déduire que si b appartient & C(p,a) alors C(p,b) = C(p, a).

PARTIE 1V - Le cas général

On admet dans cette partie I’énoncé suivant (légérement moins précis qu'un lemme de Rouché) :
Soit P, @ dans C[X], w dans C et € dans R* . Si P(w) =0 et

sup {Q(2)] 5 |2 —w[ =} <inf{[P(2)] ; |z —w| =€},

alors P + Q admet au moins une racine w’ vérifiant |w’ — w| < e.

17. Soit R dans Pol(C?) un polynéme s’annulant en (0,0). On suppose que le polynéme x ~— R(z,0)
n’est pas nul et on note m la multiplicité de sa racine x = 0. De méme, on suppose que le polynéme
y — R(0,y) n’est pas nul et on note r la multiplicité de sa racine y = 0.

a) Montrer qu’il existe des entiers strictement positifs o et S premiers entre eux, et deux polynomes
Ry et Ry vérifiant les conditions suivantes :

— V(z,y) € R?, R(z,y) = Ro(z,y) + Ri(z,y);
— 3Qo € C[X], V(z,y) € R* X R, Ro(x,y) = 2™ Qo(y*/2”) et 0 < B deg(Qo) < m;
— R, est une combinaison linéaire de mondmes z’y’ pour lesquels ai + 8§ > am + 1.
Vérifier Qo(0) # 0.
b) Monter qu’il existe des polynomes R dans C[X] et S dans Pol(C?) satisfaisant 'identité

R(zu®,u’) = u®™(R(z) + uS(z,u)) .

Montrer de plus que R possede une racine non nulle w.

¢) Si w n’est pas réelle, montrer que pour tout u dans C assez petit, il existe z dans C \ R tel que
R(zu®,u?) =0.

18. On reprend les notations de la question précédente et on suppose que lorsque y est réel, les racines
de R(z,y) sont toutes réelles.

a) Montrer que les racines de R sont toutes réelles.

b) Montrer que I'ensemble des racines de R est stable par multiplication par e2*™/#_ En déduire 3 < 2.
c¢) En considérant aussi les points de la forme (zu®, —u?), montrer qu’en fait 3 = 1.

d) En déduire r > m.

19. Soit p un polynéme homogene de degré d > 1 sur un espace vectoriel réel V' de dimension n > 2,
hyperbolique dans la direction de a # 0. On ne suppose pas que p soit strictement hyperbolique. On se
donne b dans C(p, a).

a) Soit  dans V et s* dans R ; on utilise les fonctions ¢; définies & la question 11. Soit t* une racine
réelle de t — p(s*a—tb—x), de multiplicité . Montrer qu’au plus r d’entre les fonctions ¢; prennent
la valeur s* en t*.

b) En déduire que p est hyperbolique dans la direction b.
Les démonstrations des autres résultats de la partie IIT restant valables, on pourra utiliser par la suite que

— 2+ A (z,a) est concave et C(p,a) est un cone convexe;
— si b e C(p,a), alors C(p,b) = C(p,a).



PARTIE V - L’inégalité de Garding sur le céne C(p,a)

Soit V un espace vectoriel réel de dimension finie n et d > 2 un entier. Une application M de V¢ dans R
est dite symétrique si, pour tous vecteurs x1,...,xq dans V et pour toute permutation o dans S;.

M(zg(1), - To(a)) = M(x1,...,7a) .

Une forme d-linéaire symétrique est une application M comme ci-dessus, qui satisfait de plus, pour tous
vecteurs y1,21,...,2q dans V et pour tous réels A, p,

M(Axy + py1, T2, ..y xq) = AM (21,22, ..., 2q) + pM (Y1, T2, ..., T4) -
Soit M une forme d-linéaire symétrique. La fonction p définie par
VeeV, plx)=M(,..., x),

est alors polynomiale, homogene de degré d.
On suppose que p est hyperbolique dans la direction de a # 0 et qu’'on a p(a) > 0.

20. Soit b dans C(p,a).

a) Montrer, pour x dans V, dM(x,b,...,b) = p(b) Z Aj(z,b).
j=1
b) En déduire M(a,b,...,b) > p(a)'/?p(b)¢-D/e,
21. Vérifier que x — M (a, z,...,x) est un polynéme hyperbolique sur V', dans la direction de a.

1

22. Montrer que pour tout choix des vecteurs ', ..., 2¢ dans C(p,a), on a

d
Mzt ...,z > Hp(xj)l/d.
j=1

On pourra faire un raisonnement par récurrence sur le degré d.
23. Applications

a) On suppose d = 2 et M définie positive. Soit a et 3 des réels et u, v dans V vérifiant a? > p(u) et
3% > p(v). Montrer

M(u,v) < Va2y/§2 — /(a? = p(u))(8* — p(v)) -
b) Pour A dans M4(R) une matrice carrée a coeflicients positifs, montrer I'inégalité

Z alg(l) - Qdo(d) > d! H aij/d.

€S 1<i,j<d
PARTIE VI - Concavité de p*/? sur le céne C(p,a)

On reprend les notations de la partie V. On pourra admettre que pour tout polynéme homogene p de degré d
sur V, il existe une forme d-linéaire symétrique M sur V telle que p(x) = M(z,...,z) pour tout = dans V.

24. On suppose p(a) > 0. Soit = et y dans C(p, a). En exprimant p(z + y) au moyen de M, montrer

p(x+y) > (p(a)* + p(y) /4.

1/d est concave sur C(p, a).

En déduire que la fonction x — p(x)
25. Montrer que I’ensemble des matrices symétriques réelles de taille d et a spectre inclus dans R est un

cone convexe, sur lequel I'application S+ (det(S))'/¢ est concave.



PARTIE VII - Inégalités de Weyl

On considere dans cette partie un polyndome homogene p sur un espace vectoriel V' de dimension n > 3. On
suppose que p est strictement hyperbolique dans la direction de a, de degré d > 2. Comme on ne considérera
pas d’autre direction d’hyperbolicité que a, on notera A.(z) au lieu de A.(x,a). On se donne trois indices ¢,
J, k dans [1;d] vérifiant j <4 et k+1 =i+ j. On suppose, jusqu’a la question 29, qu’il existe deux vecteurs
z, y dans V tels que

26.
27.

28.

29.
30.

31.

Ak(z +y) < Xi(z) + Xi(y) -
Montrer qu’on a nécessairement k > 2.

Montrer qu’il existe u, v dans V' satisfaisant
Ak(u+v) < Xi(u), Ar(v) < 0sir <y, Ar(v)>0sir>7.

On choisit un élément \* de l'intervalle | Ax(u + v); A;(u)[, et on considere les fonctions (¢,)1<r<a de
R dans lui-méme définies par ¢, (t) = A\ (v + tv). En examinant les valeurs de ¢, ent =0,¢ =1 et au
voisinage de 00, donner un minorant du nombre de solutions de I’équation ¢, (t) = A*. Ce minorant
dépend de 'indice 7.

En déduire que le nombre de racines du polynéme ¢ — p(A*a — u — tv) est minoré par d + 2.

Finalement, en conclure que si des entiers 7, j, £ dans [1;d] vérifient £ > i+ j — 1, alors on a
Viz,y) €V Ne(a+y) = M) + 3(y) -

Cette inégalité est-elle encore vraie lorsque le polynéme hyperbolique p n’est pas strictement hyperbo-
lique ?
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Préambule

1. Puisqu’une une fonction polynomiale est de classe C'*, il en va de méme pour 'application définie sur R
par t — P(tv), i.e. par homogénéité ¢t — t¢P(v). La dérivée en 1 de cette derniére application est d x

—~ 0P
P(v), et donc d’apres la formule de LEIBNI1Z, on obtient I'identité d’EULER Zvjf(v) =d x P(v).

2. Par continuité du polynéme t — p(ta — ) en a et homogénéité, on a, pour ¢ réel non nul,

pta— ) = t'pa — x/t) = t*(p(a) + 0400 (1)) -

On en déduit, puisque p(a) est non nul, p(ta — x) o p(a)t? et donc on a affaire & un polynéme de
o0

degré d et de coefficient dominant p(a). En particulier d’apres le théoréme de D’ ALEMBERT-GAUSS et
par hypothese d’hyperbolicité, le nombre de racines réelles, comptées avec multiplicité, de ce polynéme

est égal a son degré, i.e. ‘son nombre de racines est d. ‘

3. Par homogénéité et d’apres ce qui précede, t — p(x — ta) = (—1)%p(ta — z) est de coefficient dominant

d
p(a), et donc par factorisation et évaluation en 0, | p(z) = p(a) H Aj(z,a).

Soit j dans [1;d]. Si s = 0, par homogénéité, t — p(ta) étant monomiale de degré d, toutes ses racines
sont nulles et Aj(sxz,a) = 0 = s\;(x,a). Si s est non nul, toujours par homogénéité, pour ¢ réel,
p(ta — sx) = 0 si et seulement si p(ts~ta — x) = 0, i.e. ts~! est racine de u — p(ua — z). Si s > 0, la
multiplication par s est croissante et on en déduit A;(sz,a) = sAj(z, a), et si s < 0, elle est décroissante
et \j(sz,a) = sAgp1—;(x, a), ie.

‘)\j(sx,a) = s\g(z,a) avec k =jouk=d+1—jselon quon a s >0 ou non.‘

Comme, de méme, p(ta — z — sa) = p((t — s)a — ), par croissance de la translation par s, on a
‘ Aj(x +sa,a) = s+ N\j(z,a). ‘

PARTIE I - Exemples

4. D’apres la formule développée du déterminant, c’est une application polynomiale sur .#,,(R) et donc
aussi sur Sym,, (R). Par multilinéarité du déterminant c’est un polyndéme homogene de degré m. On
a det(I,,) = 1 # 0. Enfin, d’apres le théoréme spectral, pour S symétrique réelle, ys = det(X I, — S)
est scindé sur R, i.e.

S+ det(S) est un polynéme homogene de degré d sur Sym,, (R), hyperbolique dans la direction
de I,,.

5. Soit a dans R™. On munit R" de sa base canonique (e;)1< < et de la norme euclidienne canonique.
On pose E' = Vect (¢;) ;. et F' = Vect (¢;) ;. de sorte qu'on a R" = E@® F. On écrit alors a = u+v
avec (u,v) € E x F. On a donc g(a) = ||lul|> = ||v]|*. Si g(a) > 0 et k > 1, on dispose de z dans E
orthogonal & u et non nul car dim(F) > 2, et donc, pour ¢ dans R on a

2 2 2 2 2 2 2
q(ta —z) = [[tu — 2" — [[to]|” = ¢ [[ul|” + [|2]|* = ¢* [o]]" = *q(a) + 2] > [l=]* > 0.

Sig(a) <0et k <n—1, on dispose de z dans F' orthogonal & v et non nul, car dim(F') > 2, et donc,
pour ¢ dans R on a q(ta — z) = t2q(a) + q(z) = t2q(a) — ||z||* < 0. Dans ces deux cas, on a affaire &
des polynoémes ne s’annulant pas, donc ¢ n’est pas hyperbolique dans la direction de a. On en conclut
que si ¢ est hyperbolique dans la direction de a, alors soit g(a) > 0 et k=1 (car k > 1), soit g(a) <0
(et donc k <n) et k=n—1.
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Réciproquement t réel et  dans R™, si k =1 et a = ey on écrit x = ae; +y avec (a,y) € R X F, et
il vient g(ta — z) = (t — )2 — ||y||* et donc g est hyperbolique dans la direction de e1;si k =n —1 et
a = e, on écrit & = ae, +y avee (o, y) € R x E, et il vient q(ta — z) = ||y||> — (t — )2 et donc ¢ est
hyperbolique dans la direction de e,,. Par conséquent

‘ q est hyperbolique dans un direction convenable si et seulement si k =1ou k=n—1. ‘

6. Remarquons que si P est un polynéme de degré au moins 2 et scindé sur R avec des racines dans un
intervalle 7, alors P’ est scindé et ses racines sont dans I. En effet, en écrivant P = o [[72 (X — ;)™
avec £1 < -+ < Ty, des réels et ny, ..., n,, des entiers naturels non nuls. Alors, pour tout j dans [1; m],

P’ admet z; comme racine de multiplicité n; —1 (i.e. x; n’est pas racine de P’ sin; = 1) et, si j < m,
m

d’apres le théoreme de ROLLE, P’ admet une racine dans |z;_1; 2;[, et donc admet Z n; — 1 racines
j=1

comptées avec multiplicité, soit deg(P)— 1 ou encore deg(P’) racines. Ces racines sont comprises entre
xr1 et x,, et appartiennent donc a I.

Puisque p est polynomial, il en va de méme pour ses dérivées partielles et donc = +— a - Vp(z) est
polynomial. Par homogénéité de p, pour t et u réels et x dans V, on a p(t(x + ua)) = tip(z + ua) et
chacun des deux membres est polynomial en u, donc de classe C*° sur R. On en déduit, en évaluant
la dérivée en 0 de ces fonctions de u, par définition du gradient, ta - Vp(tzr) = t?a - Vp(z) et donc,
si t est non nul, a - Vp(tr) = t¢la - Vp(z). Puisque d > 2, par continuité de Vp en 0 il vient
a-Vp(0) =0 et donc z — a- Vp(x) est un polynéme homogene de degré d — 1. De plus a - Vp(ta — x)
est la dérivée en ¢t de u — p(ua — x). Cette derniére fonction est un polynoéme scindé sur R et
donc il en va de méme de sa dérivée d’apres la remarque faite ci-dessus. Enfin, d’apres la question
3, a-Vp(a) = d x p(a) et donc a - Vp(a) # 0 puisque p(a) est non nul, par hyperbolicité de p. Par

conséquent ‘ a - Vp est homogene de degré d — 1 et hyperbolique dans la direction a. ‘
7. On pose, pour J C [1;n], X5y =1]]

x; de sorte qu’on a, par définition, pour d dans [1;n],

Sa= Y X,

|J|=d

jeJ

)3

ou la somme porte sur les parties de [1;n] de cardinal d. Pour i dans [1;n] on a 3 L —0siigJet
z;

0%y

6331‘

= Y n\{i} sinon. Il en résulte
e V=) Tnp
jeJ
et donc, puisqu’il y a une bijection entre les couples (J, j) avec |J| = d et j € J, et les couples (I, j)
avec |[I| =d—1et j &I donnée par (I,7) — (I U{j},7), et qu’il y an —d+ 1 tels couples a I fixé,

e-Vig= ZEJ\{]} = ZE[Z (n—d+1)2d_1 .
(J5) (1,3)

Il résulte donc de la question précédente que si X4 est hyperbolique dans la direction de e alors il en va
de méme pour (n —d+ 1)X,_1 et donc aussi de ¥4_;1 puisque n —d + 1 # 0. Comme X,, est homogene
de degré n, ¥,(e) =1 # 0 et, pour = dans R™ et t dans R,

n
e—x Ht—mj

¥, est hyperbolique dans la direction de e, et ainsi par récurrence descendante,

Y.4 est hyperbolique dans la direction de e. ‘
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PARTIE II - Continuité des racines

8. Si I n’est pas continue en T, on dispose de € dans R} tel que pour tout m dans N, il existe ™ dans la
boule ouverte de centre T et de rayon 27™ tel que F(z™) n’appartienne pas a la boule ouverte de centre
F(Z) et de rayon e. En particulier on a limz™ = 7 et toute valeur d’adhérence de (F(x™)) appartient
au complémentaire, fermé, de cette derniére boule ouverte. Ceci est contradictoire avec I'’hypothese
faite sur F' et donc ‘ F est continue en 7. ‘

9.a)

Soit j dans [1;d]. Si (A;(2™, a)) n’est pas bornée, on dispose d’une sous-suite (y™) de (z™) telle que
lim [A;(y™, a)| = +00. Comme (z™) est bornée, il en va de méme pour (y™) et donc (y™/X;(y™, a))
est une suite définie & partir d’'un certain rang et tendant vers 0. Par homogénéité on a

1 m) 1
aqa— ——— - @@ )\ m,aa— m :0
P( Aj(y 7a)y Ai(y 7a)dp( (™, a)a—y™)

et donc, par continuité de p, p(a) = 0, ce qui est contradictoire avec I’hypothése d’hyperbolicité. 11

en résulte que ‘ (Aj(2™, a)) est bornée. ‘

Soit z dans R™ et (z™) tendant vers z. Puisqu’on a affaire a une suite convergente, elle est bornée. 11
résulte de la question précédente que (A(z™)) est également bornée et donc, d’apres le théoréme de
BoOLZANO-WEIERSTRASS dans ’espace vectoriel de dimension finie R", on dispose d’une sous-suite
(y™) de (™) telle que (A(y™)) converge. On note A sa limite. De plus on a, pour ¢ réel,

d
VmeN p(ta—y™) =pa) [J(t— A™)))
j=1
et donc par continuité de p et des formes coordonnées sur R?,
d
p(ta — z) = p(a) H(t -
j=1

Or l’ensemble {u € R¢ | u <ug < -0 < ud} est fermé en tant qu’image réciproque du produit
cartésien de fermés (R )? par application u + (uz — uy,...,uq — Ug_1), continue car linaire en
dimension finie. Comme (A(y™)) est a valeurs dans ce fermé, il en va de méme de sa limite A, i.e.
pour tout j dans [1;d], A;j(z,a) = A; ou encore A = A(z). Il résulte donc de la question précédente

que ‘ A est continue. ‘

PARTIE III - Le cone du futur

10. Soit = dans C(p,a) et t dans [0;1]. D’apres la question 3, et puisque 1 — ¢ est positif,

AMta+ (1 —t)z,a) =t + (1 —t)z,a) =t + (1 —t)\1(z,0a),

ie. A(ta+(1—t)x,a)) est combinaison convexe des deux réels strictement positifs 1 et A;(x, a). Puisque

R’ est convexe, on en déduit A;(ta + (1 —t)z,a)) > 0 et donc ‘ C(p,a) est étoilé par rapport & a. ‘

D’apres I’étude menée en question 6, pour = dans V, les racines de ¢ — a- Vp(ta — ) sont incluses dans
tout intervalle contenant les racines de ¢ — p(ta — x). En particulier si z € C(p,a), on peut prendre

R’ comme tel intervalle et on en conclut z € C(a - Vp, a), i.e. ‘ C(a-Vp,a) D C(p,a). ‘
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11.

12.

13.

14.

Par continuité des fonctions affines, de A et des formes coordonnées, ¢; est continue sur R. D’apres la
question 3, pour ¢ dans R* on a

@;(t) > p1(t) = th <b - 1:5) ~ oo tA1(D)

par continuité de A et des formes coordonnées, et non nullité de A1 (b). En particulier lim o, ¢; = +00.
Pour t dans R* , on a

25(t) < palt) = thy (w 196) )

par continuité de A et des formes coordonnées, et non nullité de A;(b). En particulier lim_., ¢; =
—o0. Il résulte alors du théoréme de BoLzANO, dit des valeurs intermédiaires, que ¢;(R) = R, i.e.

; est surjective. ‘

Soit j et k distincts dans [1;d]. Puisque p est strictement hyperbolique dans la direction de a, on a,
pour t réel,

tb+x € Raet \j(th+ x,a) = A\ (tb+ z,a)
JueR z=ua—thet \j(ua,a) = \i(ua,a)
JueR z=ua—thet u+X;(0,a) =u+ A(0,a)
JueR z=wua—tb

@;(t) = pr(t)

1ot

en utilisant la question 3 pour la translation par ua et la valeur en 0. On en déduit qu’il existe deux

indices distincts j et k et ¢ réel tels que o;(t) = @i (¢) si et seulement si |z € Vect (a,b).

En utilisant la question 3, on a p(b) = p(a) H;.lzl A (b, a) et donc p(b) est non nul puisque A1 (b, a) > 0.

Soit z dans V. Soit ¢ réel, la méme formule montre, en utilisant les fonctions introduites précédemment,
pth—xz) =0<=p(—tb+2)=0<=3j € [1;d] ¢;(-t)=0.

Pour j dans [1;d], la question précédente montre que ¢; s’annule au moins une fois et pour & dans
[1;d] distinct de j, il existe u dans R tel que ¢;(—t) = @r(—t) = u si et seulement si x = tb+ ua
et donc si x n’est pas colinéaire a b, un tel u s’il existe ne saurait étre nul, et ¢; et ¢ ne s’annule
pas simultanément. Il en résulte qu’alors s — p(sb — z) admet d racines distinctes, i.e. est simplement
scindé sur R.

Si au contraire z appartient & Rb, on dispose de u réel tel que z = ub et alors, p(tb — x) = (t — u)?p(b)
par homogénéité et donc s +— p(sb — x) est scindé sur R. On en conclut que

p est strictement hyperbolique dans la direction de b. ‘

L’étude précédente montre plus précisément que ¢; ne s’annule qu’une seule fois car s — p(sb — z)
admet au plus d racines. En appliquant ce résultat & x — sa au lieu de x, avec s réel, on en déduit que p;
ne prend la valeur s qu’une seule fois, i.e. ¢; est injective. Puisqu’elle est continue et surjective d’apres
les questions 9 et 11, c’est une bijection continue et donc elle est strictement monotone. L’analyse de
la question 11 montre lim ., ¢; = 400, et donc ’ p; est strictement croissante. ‘

On pose b = y — A\i(y,a)a et, pour n dans N, b, = b+ 27"a de sorte que, en utilisant la ques-
tion 3, on a A1(bp,a) = 27" > 0 et donc b, € C(p,a). Il en résulte que la fonction f, donnée par
fn(t) = M(tb, + x,a) est croissante, d’aprés ce qui précede, et donc, par continuité de A\; et pas-
sage & la limite simple, la fonction ¢ — A;(tb + x,a) est croissante, i.e. en utilisant la question 3,
‘t — A1 (ty + x,a) — tA1(y, a) est croissante. ‘
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15.

16.

17.

Soit t dans [0;1] et = et y dans V. D’apres la question précédente et la question 3 on a, puisque 1 — ¢
est positif, et en posant pour u réel f(u) = A (uy + (1 — t)x,a) — uri (y, a),

Mty + (1 =t)z,a) —thi(y,a) = f(t) 2 f(0) = M((1 = t)z,a) = (1 =)\ (2, a)

et donc ‘ x — Ai(z, a) est concave sur V. ‘

D’apres la question 3, C(p,a) est stable par multiplication par un réel positif et il est convexe en
tant qu'image réciproque du convexe R’ par une fonction concave : avec les notations précédentes si
M(y,a) > 0 et Ai(z,a) > 0, alors A\ ((1 — )z + ty,a) > (1 — t)A1(z,a) + tA1(y,a) > 0, la derniére

inégalité résultant de la convexité de RY, i.e. ’ C(p, a) est un cone convexe.

Pour ¢t dans R, d’apres la question 3, on a p(tb — z) = p(a) H;l:l Aj(tb—x,a). Or, pour t <0, —t >0
et 1—t>0et

1 —t
G (x+b) ,
i.e. tb — x est I'opposé d’'un multiple strictement positif d’'une combinaison convexe d’éléments de

C(p,a), donc l'opposé d’un élément de C(p,a) puisqu’on a affaire & un cone convexe d’apreés ce qui
précede. D’on, d’apres la question 3, pour j dans [1;d],

Aj(th—z,a) = —Agy1—j(x —th,a) < —Ai(x —th,a) <0

et donc p(th — x) # 0. 1l en résulte | Ay (z,0) > 0.

Soit b dans C(p, a). Il résulte de la question précédente et de la question 10 qu’on a a € C(p,a) C C(p,b)
et donc, en appliquant ce résultat a a dans C(p,b), b € C(p,b) C C(p, a). Par double inclusion il vient

\C@ﬂ%=C@J)

PARTIE 1V - Le cas général

a) On dispose de (ai;) (i, j)en? une famille presque nulle de réels tels que, pour tout (z,y) dans R2, on

ait R(x,y) Z a;;z'y’. En particulier on a R(z,0) = 3, a0z’ et R(0,y) = 2 jeN ag;y’, et
(4,7)EN?
donc min {i € N |a;o # 0} = m et min {j € N |agp; # 0} = r. On note

I={(i,j) N’ |a; #0} e N={teR* |3(i,j)el, j#0etj=ti—m)} .

Ce sont des ensembles finis et non vides, car ap, # 0. On note p =max(N)etona0>p>—-=

m
et si p est atteint en (4,7), on a j # 0, donc i # m, et p = . Ainsi p est rationnel. On note
p = —F avec a et § dans N* premiers entre eux, Iy I'ensemble des couples (i,7) de I tels que
a(t—m)+ Bj=0et Iy =TI\ Iy. Pour (¢,5) dans Iy, a divise 55 et donc j car « et /5 sont premiers
entre eux. Pour (i,7) dans Iy, soit i« > m et alors a(i — m) + 85 > 0 par positivité des termes et

donc a(i —m) + 5 > 0 définition de Iy, soit i < m et donc j # 0 par définition de m et L <p
i—m

par définition de p, ce qui entraine a(i —m) + 85 > 0 par négativité de i — m. Dans ces deux cas on
a i+ 7 > am et, comme on a affaire a des entiers, ai + 85 > am + 1.

Soit alors Ry et Ry les fonctions polynomiales données, pour (z,y) € R? par Ry(z,y) Z a;;x" 'y

(3,9)€Io
et Ri(x,y) Z ai; T ‘y7 de sorte que, puisque I est réunion disjointe de Iy et I,
( 7])611

’ R(z,y) = Ro(z,y) + Ri(x,y),
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et Qo dans C[X] donné par Qg = Z ainj/o‘7 ce qui est licite car si (4, j) appartient & Iy, alors
(i,5)€lo
j est divisible par a.
Pour x et y réels avec « non nul, on a
2™ Qo(y” [x”) = Z aiz™ Pyl = Z aiz'y’ = Ro(x,y),
(4,5)€lo (4,9)€lo

car pour (i,7) dans Iy on a a(i —m) + Bj = 0 et donc i = m — %; on a en particulier ,6% <m

et donc ‘ﬂdeg(Qo) < m. ‘ Comme I contient un couple (4,7) ou le maximum de N est atteint, il

contient un couple pour lequel j n’est pas nul et il en résulte que Qg n’est pas constant. Comme S
est strictement positif, il vient | 0 < fdeg(Qo). | Enfin on a, pour ¢ dans N, (¢,0) € Iy <= i = m,

car amo # 0, et done Qo(0) = amo. En particulier | Q(0) # 0.

Avec les notations précédentes, on pose, pour (z,u) dans C?

R= Z aini et S(z,u) = Z Clijziua(i_m)'*‘ﬂj—l
(i,5)€lo Gpen

de sorte que S est une fonction polynomiale sur C? par définition de I;. Il vient alors
e (E(Z) + US(Z,’LL)) — Z aijziua'ﬂrﬁj 4 Z aijziuaiJrBj
(6.5)€lo ()€l

car, pour (4,7) dans Iy on a am = «ai + 5. Et donc, puisque R = Rg + Ry,

u™m (ﬁ(z) +uS(z, u)) = R(zu®,u?). | Comme I, est de cardinal au moins 2, R n’est pas constant

et n’est pas un monoéme. D’apres le théoreme de D’ ALEMBERT-GAUSS, dit théoréme fondamental de

I’algebre, on en déduit que R admet une racine complexe non nulle.

Puisque R admet un nombre fini de racines, on dispose d’un voisinage de w dans lequel la seule
racine de R est w. On dispose alors de ¢ dans R’ et strictement inférieur a [Im(w)|, car cette
derniére quantité est non nulle, tel que, pour z dans C, |z —w| = ¢ = 1?2(2:) # 0. Comme R est
polynomiale, c’est une fonction continue de z dans C. Comme un cercle est fermé et borné, donc
compact d’apres le théoreme de HEINE-BOREL dans ’espace vectoriel réel de dimension finie C, on a
alors inf { ‘ﬁ(z)
elle est continue et, par compacité du produit cartésien d’un cercle avec une boule fermée de C, on
dispose du maximum M de |S| pour (z,u) vérifiant |z — w| = ¢ et |u| < 1. Pour u dans C vérifiant
M |u] < cet Jul <1 (la premiére condition étant automatique si M = 0 car on a ¢ > 0, et se
ramenant a |u| < ¢/M sinon), on a alors

‘ |z — w| = 5} > 0. On note ¢ cet infimum. Comme S est une fonction polynomiale,

sup{|uS(z,u)| ||z —w| =€} < 1nf{‘1§(z)’ ‘ |z —w| = E}

et donc,d’aprés le résultat admis on dispose de w’ vérifiant |w — | < & et R(w') + uS(w’, u) = 0.
En particulier on a, par inégalité triangulaire,

[Tm(w)| > [Im(w)] = Im(w — )| > [In(w)| - o —w'[ >0

car la partie imaginaire d'un complexe est inférieure a son module, et on a également R(w'u®,u”) = 0
par construction de R et S, i.e. ‘w’ € C\ R et R(w'u®,u’) =0.
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18. a)

19. a)

En appliquant le résultat de la question 17c¢ avec u réel non nul assez petit, on obtient que si R
a une racine non réelle, il existe x non réel, avec x = zu®, tel que R(x,y) = 0. Par conséquent

R n’a que des racines réelles.

Pour z et u complexes, on pose z; = ze**™/B et u; = ue 2"/B de sorte qu'on a (zu®,uf) =

(z1u®,u?) et donc
u*™(R(2) + uS(z,u)) = u§™(R(z1) + u15(z1,u1)),

puis, pour « non nul,
R(2) +uS(z,u) = e~ 2 /B (R(21) + u1S(21,u1)) -

Cette identité étant polynomiale il vient donc R(z) = e~2m™/BR(z;) en prenant la limite quand u

tend vers 0, et par conséquent I’ensemble des racines de R est | stable par multiplication par e2?™/#, ‘

Comme il s’agit d’un ensemble de réels non tous nuls, e2*™/# est réel, i.c. 8 | 2. Comme « et

sont premiers entre eux, 8 divise 2, i.e. par positivité

On considere I'élément R* de Pol(C?) donné par R*(z,y) = R(x, —y). On lui applique les résultats
de la question 17a puisqu’on a R*(0,0) = R(0,0) = 0; pour z dans C, R*(x,0) = R(z,0) et donc 0
est racine de multiplicité m de z — R*(x,0) ; pour y dans C, R*(0,y) = R(0, —y) et donc 0 est racine
de multiplicité r de y — R*(0,y). Comme pour z et y dans C, on a R*(z,y) = Ro(x, —y)+ R1(z, —y)
et, dans le cas = non nul, Ro(z, —y) = 2™ Qo((—1)%y @/xP), et comme Ry(x, —y) s exprime comme
combinaison linéaire de monémes x’y? pour lesquels oi + 85 > am + 1, de sorte qu’on peut poser
o = a et §* = et appliquer les résultats de la question 17b. On dlspose de R* et S* dans C[X]
et Pol(C?) respectivement tels que, pour z et u complexes,

R(zu®, —uf) = R*(zu®,ub) = uam(ﬁ (z) + uS*(z,u))
et done, en posant z; = ze?*™/# et uy = ue~™/8 de sorte qu'on a (zu®, —uf) = (z1ug,u}), il vient
uS™(R(z1) + u1S (21, u1)) = u®™ (R*(2) + uS* (2, u))
et donc, pour v non nul,
R(z1) + u18(z1,uy) = emm”/ﬁ(é\*(z) +uS*(z,u)) .

En prenant la limite lorsque u tend vers 0, il vient R(z;) = et@m=/5 @(z) et donc z est racine de R*
si et seulement si z; est racine de R. Or, lorsque y est réel, —y aussi et donc les racines de R*(x,y)
sont toutes réelles, et d’apres la question 18a, il en va de méme pour R*. Comme on dispose de z
réel non nul racine de R* on en déduit que e"”/ B est réel, puis B | a et enfin 3 | 1, puisque « et 3

sont premiers entre eux. Par positivité il vient

Puisque ag, # 0, on a «(0 —m) + Br > 0 et donc, puisque 8 = 1, on a r > am. Par positivité et

puisque @ > 1, on a

Soit, pour s et t réels, R(s,t) donné par
d
R(s,t) =p((s+s")a— (t+t*)b— Hs+s —pi(t+17))
=1

de sorte que R définit un polynéme de R2, donc aussi de C? et, par hypothese sur t*, R s’annule
en 0. De plus t — R(0,t) n’est pas nul et admet 0 comme racine de multiplicité r et, pour ¢ réel, les
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racines de s — R(s,t) sont toutes réelles. Enfin d’apres I’écriture de R, s — R(s,0) est de degré d
et il résulte de la question 18d que 0 est racine de multiplicité inférieure a r de ce polynéme et donc

’ au plus r indices j tels que ¢;(t*) = s*.

b) La question 11 n’utilise pas ’hypothése d’hyperbolicité stricte pour obtenir le caracteére surjectif
des applications ¢;. D’apres la question précédente, la somme des multiplicités des racines réelles
de t — p(tb — x) est supérieure ou égale au nombre total de zéros de Pensemble des ¢;, i.e. d par

surjectivité. Ainsi ¢t — p(tb — x) est scindé sur R et ‘p est hyperbolique dans la direction b.

PARTIE V - L’inégalité de Garding sur le cone C(p,a)

20.a) Soit R le polynéme donné par R(t) = p(tb — z). Par multilinéarité son coefficient dominant est

p(b) et, par multilinéarité et symétrie, son coefficient de degré d — 1 est —dM (z,b,...,b). Puisque
b est dans C(p,a), on a p(b) # 0 et, par relation de VIETE entre coefficients et racines, on a donc

d
dM (z,b,...,b) = p(b) Z)\j(x,b).

d
b) Pour = a et t = 0, il vient R(0) = (—1)%p(a) et on a R(0) = (—1)p(b) H Aj(x,b), ie. pla) =

d
b) H Aj(z,b). Puisque b est dans C(p,a), les \j(a,b) sont tous strictement positifs. Comme p(a)
j=1
Pest aussi, il en résulte que p(b) également. Par inégalité arithmético-géométrique il vient

1/d

1 - M 1/d
oy M @b dZA (a,b) H/\ (a,b) _<p(b)>

soit, puisque p(b) > 0, | M(a,b,...,b) > p(a)'/dp(b)d—1)/d,

21. Onaa-Vp(x) =dM(a,zx,...,z) et donc, d’apres la question 6,

c’est un polynéme hyperbolique sur V' dans la direction a ‘

22. Par récurrence immédiate, il résulte de la question 19b que, pour tout ¢ dans [2;d],

r— Mzt .. 2" e, )

est hyperbolique dans la direction 2* et donc aussi, d’apres la question précédente, qu’on a

M(!El, . ,xi_l,xi, el l‘i) > p(ml)l/d B .p(xi_l)l/dp(xi)(d—i_l_i)/d

d
et en particulier, pour i = d, | M (x!, 2? H 1/d
23.a) Par inégalité de CAUCHY-SCHWARZ on a \/a2% — M (u,v) > \/a232 — \/p(u)p(v). On a également

V252 —/p(u)p(v) = v/(a? = p(w)(52p(v)) ,

car /p(u)p(v) < Va23? et, aprés élévation au carré, 2/a2B2p(u)p(v) < o?p(v) + B%p(u) par
inégalité arithmético-géométrique. D’ott | M (u,v) < /(a2 — p(u))(82p(v)).
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24.

25.

26.

27.

28.

b) Par inégalité arithmético-géométrique, on a
1/d!

1
= 2 ato)-aso@ = | I aiots

" 0€Sy 1<i<d
og€Sq

et donc, puisque, pour tous ¢ et j dans [1;d] il y a exactement (d — 1)! permutations dans Sy telles

. S 1/d
que (i) = 7, il vient Z A1o(1) - - - Ado(d) = d! H aij/ .
€Sy 1<i,5<d

PARTIE VI - Concavité de p'/? sur le cone C(p,a)

Par multilinéarité et symétrie de M, on a

d

plr+y) =) (Z)M(xxyy)

k=0

ou le terme général contient k fois z et d — k fois y. D’apres la question 22, on en déduit

d
ple+y) > <Z)p(x)’“/dp(y)(d"“)/d

k=0

et donc, par formule du binéme de NEWTON, |p(z +y) > (p(z)*/? +p(y)1/d)d. En particulier, par

homogénéité, pour ¢ dans [0;1] et puisque la formule précédente est valable pour tous = et y dans
C(p,a) et que, d’apres la partie IV, C(p,a) est un coéne convexe,

p((1 =)z +ty) > (1 — t)p(x)/* + tp(y)*/ )

1/d

et donc, par croissance de la fonction racine d, | z — p(x)*/® est concave sur C(p, a).

D’apres la question 4, la fonction det est un polyndme homogene de degré d sur .#y;(R), hyperbolique
dans la direction I;. Par définition C(p, I4) est 'ensemble des matrices symétriques de taille d & spectre

inclus dans R et, d’apres la partie IV, c’est un et d’apres la question précédente
S > (det(S)) 4 est

PARTIE VII - Inégalités de Weyl

D’apres la question 14, ¢ — A1 (ty + ) — tA1(y) est croissante et donc Aj(x) < A (y + ) — A1(y). On

ne peut donc avoir 1 =j =1 et il vient 1 + 7 > 2 et

Soit € strictement inférieur a A;(z) + Aj(z) — Aij(x) et & X\j(y) — Aj—i(y). On pose u = = — ca et
v=y—(N\;(y)—¢e)a. On a alors A\;(u) = \j(x) —¢, u+v =2z+y—X\;(y)a et \y(u+v) = Ap(z+y)— A, (y)
et donc ‘ Ak (u+v) < Ai(u). ‘ Pour r < j, on a A (v) = Ar(y) — Aj(y) + e < Aj_1(y) — Aj(y) + ¢, ot

Ar(v) <0.|Pour 7 > j, on a Ap(v) = A (y) — Aj(y) + € > € et donc | A (v) > 0.

D’apres ce qui précede, par croissance en r de A.(v), en particulier A\, (v) et Ag+1—,(v) sont non nuls.
On a donc ¢, (t) ~ tAgy1—r(v) et donc lim_ ¢, = —cosir < d+1—j et lim_ ¢, = +00 sinon.
— 00




ENS 2013 - MP - CoMPOSITION D Corrigé

29.

30.

31.

On a ¢,(0) = A-(u) et donc ¢,-(0) > A* sir > i, et p.(1) = A\-(u+ v) et donc (1) < X* sir < k.
Enfin on a ¢, (t) o tAr(v) et donc limy o ¢, = —oo si 7 < j et limy o ¢, = 400 sinon.

On remarque par ailleurs que par hypothése on a 1 < 7 < i < k =i+ j—1 < d et donc aussi
d+1—j > 1. Ainsi, selon le placement de d + 1 — j par rapport a k, i.e. de d + 2 par rapport a i + 27,
omal<j<i<k<d+1l—-j<doul<j<i<d+1l1—-j<k<d.

Comme ¢, est continu d’apres la question 9, on en déduit que ¢, — A* admet un zéro strictement
négatif si ¢ <r < d+1—j, un zéro dans ]0;1[ si ¢ < r < k et un zéro strictement supérieur a 1 si

1 <r<k.

Par conséquent
sij<r<ionk<r<d+1l-—j,onaN(r)>1;sid+1—j<r <k onaN(r)>2;si
i <r <min(k,d+1—j),ona N(r) > 3; dans les autres cas, i.e. si r < j ou r > max(k,d+ 1 — j),
on a linégalité triviale N(r) > 0.

Le nombre de racines du polynéme t — p(A*a — u — tv) est égal par définition & la somme des N (r)
pour 7 dans [1;d]]. Grace & la minoration précédente, si d + 1 — j < k, on obtient ainsi au moins
i—j+2(k—d—1+7)4+3(d+1—j—i+1) racines, i.e.—2i — 25+ 2k +d+4 racines. Si k < d+1—j, on
obtient au moins ¢ —j+d+1—j —k+3(k —i+ 1) racines, i.e. —2i —2j + 2k + d+4. En tenant compte
de k + 1 =1+ j, dans tous les cas le polynome ¢ — p(A\*a — u — tv) admet ’ au moins d + 2 racines. ‘

Puisque le polynome précédent est de degré au plus d, il est identiquement nul, ce qui signifie que les ¢,
sont toutes constantes, ce qui n’est pas le cas au vu de la question 28. Par conséquent si x et y sont dans
V, et iet j dans [1;d], on a, quitte & échanger x et y dans ce qui précede, \;;_1(z+y) > Xi(x)+X;(y).

Par conséquence, par croissance en ¢, pour £ dans [i + j — 1;d]], on a ‘ Mz +y) > Ni(x) + X (). ‘

C’est le cas, par densité des polyndémes strictement hyperboliques dans la direction a dans ’ensemble
des polynoémes hyperboliques dans la direction a.

Voir par exemple l'article de Denis SERRE, WEYL and LIDSKI inequalities for general hyperbolic
polynomials, paru dans la revue Chinese annals of Mathematics, Série B 30, 785 (2009).

https://doi.org/10.1007/s11401-009-0169-3
ou une version en ligne http://perso.ens-lyon.fr/serre/DPF/WL2.pdf
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Abstract

The roots of hyperbolic polynomials satisfy the linear inequalities that were previously
established for the eigenvalues of Hermitian matrices, after a conjecture by A. Horn.
Among them are the so-called Weyl and Lidskii inequalities. We give an elementary proof
of the latter for hyperbolic polynomials. This proof is free from representation theory
and Schubert calculus arguments, as well as from hyperbolic partial differential equations
theory.

Notations: We deal with n-uplets of real numbers, indexed by {1,...,n}. The set Z' of
parts I C {1,...,n} of cardinality r has itself cardinality

(3) =

We order Z" in the following natural way. Each element [ € Z" consists in indices (1 <)i; <
cos < ip (€ m). We say that T < J if iy < jy, ..., i, < j,, and we say that I is lower than J, or
that J is higher than I. Given two elements I, K in 7', we form the segment [/, K] of elements
J € I such that I < J < K ; it is void unless I < K. Likewise, (I, K], [I,K) and (I, K)
are the segments where we require additionally that either J # I or J # K or both. Although
< is not a total order, the class Z!" has a lowest element min, = {1,...,r} and a highest one
max, = {n—r+1,...,n}. Unless ambiguity, we simply write min and max for min, and max,..
The “open” segment (min, max) also has a lowest element supmin := {1,...,r — 1,7 + 1} and
a highest one submax := {n —r,n —r+2,...,n}. We define the order-reversing involution 7
over {1,...,n} by 7j :=n+1—j ; 7 acts likewise on Z" by

w{iv, ..., ={n—i.+1,...,n—i +1}.

*UMPA (UMR 5669 CNRS), ENS de Lyon, 46, allée d’Ttalie, F-69364 Lyon, cedex 07, FRANCE.



For instance, we have m min = max and wsupmin = submax.
In this paper, we deal with ordered families of n real-valued continuous functions v
A1(v) < --- < A\, (v) defined over a real vector space V. If I C {1,...,n} is a set of indices, we

denote
A[(’U) = Z )\Z(U)
iel

If I < J, we have A;(v) < Ay(v).

1 Introduction

1.1 The sum of Hermitian matrices

We briefly recall some facts about the eigenvalues v; < v < --+ <, of the sum of two n x n
Hermitian matrices A and B. Denoting by ay < as < -+ < «,, the eigenvalues of A and
By < Py < --- < B, those of B, the trace identity gives

(1) Nt A m=ar e+ B+ B

This equality is the only one satisfied by the spectra of every triplet (A, B, A+ B). In 1912, H.
Weyl [19] used the Rayleigh-Ritz ratio to prove the following inequalities.

(2) (k+1=i+4+j)= (> a; +5;).

A special case (i = j = k = 1) tells that the smallest eigenvalue A — a4 is a concave function.
Using the fact that a;(—A) = —ay,41-i(A), we also have the elementary fact that «,, is convex,
which comes from its expression as the supremum of the linear forms A — z* Az as x runs over
the unit sphere.

It is not hard to verify that if n = 2, every triple «, 3,7 € R? satisfying (1) and (2) can
be realized as the spectra of three Hermitian (and even real symmetric) matrices A, B and
A+ B. This is not true however when n > 3 and it turns out that the number of independent
inequalities increases with n. In 1949, Ky Fan [4] discovered the following inequality

(3) Mt F+y>ar o +a+ G+ + B Vr < n,

which tells that A — a; + - - - + «. is concave, and consequently A — ;.41 + - -+ + «, is convex.
Then B. V. Lidskii [17] found in 1950 the necessary condition that the vector v € R™ must lie
in the convex hull of vectors o + 37 as ¢ runs over the symmetric group, where

60 = (ﬁo‘(l)a cee aﬁo’(n))'

A few years later, H. Wielandt [20] remarked that Lidskii’s property is equivalent to the set of
inequalities

T

(4) =Y w+> B, Vr<n, VIC{l,...n} cardl=r.

il el i=1



In short, (4) writes v > ar + Bmin., With

ar(v) = ZO‘"’ vr(v) == Z%.

el el

When I = {1,...,r}, this inequality reduces to Ky Fan’s.
During the next decade, other inequalities were found, all having the form

(5) Z%ZZ%%—Z@‘,

keK iel jeJ

for some subsets I, J, K of {1,...,n} with equal cardinality r, » < n. For instance, Freede and
Thompson obtained (5) whenever k, + p = i, + j, for every p = 1, ..., r, with still the ordering
< <dpyj1 <---<grand ky <--- <k,

In 1962, A. Horn [9] established a large (but finite for every n) list of inequalities of the
form (5) in a recursive way, and conjectured that they describe exactly the attainable set of 7’s
when « and (3 are given. He proved this equivalence for low values of n, but a full proof was
given only in the late nineties. For a full account of this exciting mathematical saga, where W.
Fulton, A. Klyachko [11], A. Knutson and T. Tao [12] made definitive contributions, see the
review articles [5] by W. Fulton and [2] by R. Bhatia.

Horn actually described sets T of triples (I, J, K), with I, J, K in I, satisfying the restric-
tion (7) below. The definition of 77" involves the knowledge of the sets T for every 1 < s < r—1.
Horn conjectured that for given vectors a and (3, all possible vectors v of spectra of matrices
A + B as above, form the polytope defined by the inequalities (5) as (I, J, K) runs over 1.
There is however a gap between 77" and the set H] of all inequalities of the form (5) satisfied
by every sum of Hermitian matrices. When n > 4, the inequalities associated to the triples in
T imply other ones, actually many ones as n increases.

We do not list here all of Horn’s inequalities, but content ourselves to describe the triplets
(1, J, K) for r = 2. They consist in indices i < iy, j1 < jo and k; < ko such that

6) in+ji<ki+1, i1+jo<ko+1l, do+j1<ko+1l, i1+j1+is+jo=k +ka+3.

We point out that a repeated application of Weyl’s inequalities would only give triples in Z%
for which the last constraint in (6) is replaced by iy + j1 + @2 + jo = k1 + ko + 2 ; it is not
hard to see that the replacement of the last 2 by a 3 yields an improvement, in the sense that
the inequalities of the form (5) corresponding to triplets of the form (6) cannot be deduced
form the inequalities of Weyl. Thus second-order Horn’s inequalities are independent from
first-order ones, the latter being nothing but Weyl’'s. Remark that the triplets satisfying (6)
are independent of n > 3, provided it is larger than k, of course. This is a general fact that the
triplets of cardinality r are independent of n > r. Of course every admissible triplet (1, J, K)
gives rise to other inequalities by chosing lower indices 4, j7* while chosing higher indices &/,
because of the monotonicity of the sets «, 3,7. However, we do not regard such inequalities
as new ones. For instance, when r = 2, it is enough to retain only the triplets satisfying the
constraint iy + j; +io+ jo = k1 + ko + 3, although many triplets with i; + j; +io+jo < ky+ko+3



are valid for (5). More generally, triplets of cardinality » may not be optimal unless

(7) §:¢+§:j=§:k+ﬁ%;ﬁ.

iel jeJ keK

Notice that the disjoint union of “optimal” admissible triplets is not optimal, as remarked
above in the case of Weyl’s triplets. We point out also that there is some redundency among
“optimal” inequalities, whenever n > 6.

Horn’s conjecture, now a theorem, may be split into two parts. First, the set of spectra
v, when o and 3 are given, is a convex polytope. Second, this polytope is defined by Horn’s
inequalities. The first part was proved by A. H. Dooley, J. Repka and N. J. Wildberger with the
help of convexity properties of the moment map of an action of a Lie group over a symplectic
manifold, a result by B. Kostant, improved by M. Atiyah. The second one involves Schubert
calculus and representation theory of the unitary group U(n). It was achieved by the papers
of A. Klyachko on the one hand, and of A. Knutson and T. Tao on the other hand.

1.2 Hyperbolic polynomials

Given a homogenous polynomial P over a real vector space V' of dimension d (the degree of P
is denoted by n), we say that P is hyperbolic with respect to a vector e if P(e) # 0 (usually,
one normalizes P by P(e) = 1) and if , for every v € V', the roots of the univariate polynomial
t — P(te — v) are real. For a hyperbolic polynomial P, we denote the roots of P(-e —v) by

M) < -0 < A(v),

counting with multiplicity. Remark that \;(v + ce) = \j(v) + ¢ and \;(—v) = —Ar(v). The
polynomial is recovered by

P(v) = H Xi(v).

The connection with Hermitian matrices is that the determinant is a hyperbolic polynomial
(with respect to the identity matrix [,,) over H,, the space of Hermitian matrices. Its degree
is n, while d = n?. The roots \;(A) are nothing but the eigenvalues of A.

The terminology comes from the theory of partial differential equations. Hyperbolicity was
shown by Garding [6] to be the necessary and sufficient condition for local well-posedness of
the Cauchy problem

P(V)u=f inR%

with initial data on a hyperplane e - x =constant. Garding proved a number of sound results,
among them the fact that the connected component I'p of e within the complement of the
characteristic cone R?\ {P = 0}, is a convex cone, and P is hyperbolic with respect to every
element of I'p. This open set is called the forward cone of P. It turns out that I'p is also the set
of vectors v satisfying A;(v) > 0, and therefore its convexity is equivalent to the concavity of A;.
Likewise, A, is a convex function over V', and v — max{\,(v), —A;(v)} is a semi-norm, a norm



in nondegenerate cases. The analogue of Ky Fan’s results follows immediately, by considering
the polynomial
P (v) = H As(v),
IeTy
Since the latter is hyperbolic too: the symmetric polynomials in the numbers A;(v), when [
runs over I, are polynomials in o1(A(v)) := Ay 4+ -+ + Ay, ..o, 00 (A()) := Ay - -+ Ay, and thus
P is a homogeneous polynomial over V' of degree C”. If t € R, we have

P(T)(te — U) = H (Tt - AI(U))7

Iezn

and the A;’s become the roots of P, a hyperbolic polynomial, in the normalized direction
e := r~le. The smaller root of P(") is A, which must be concave from Garding’s result.
An important case of hyperbolic differential operators is that of first-order operators acting

on vector fields. They write
d
0
L = Ai_7

where the A;’s are n x n real or complex matrices. Let us define the symbol

A =) G4, LeRY
J

Well-posedness (hyperbolicity) in direction & € R? is equivalent to the fact that A(&) is non-
singular and A(&) 'A(n) has real eigenvalues for every 7. It is always possible to transform
a first-order hyperbolic operator into an equivalent one L, the latter being hyperbolic in the
direction & = (1,0...,0) and having A(&) = I,. Then the determinant is a hyperbolic poly-
nomial over the real vector space spanned by the matrices A;, and its roots are the eigenvalues
of the matrices A(€). P. Lax [15] showed that when n > 4, the space V is not conjugated to a
subspace of H,, in general.

In the same paper, Lax proved the “extremal” Weyl-type inequalities. By extremal, we
mean those Weyl inequalities that belong to Wielandt ones:

(8) Ak (u+v) > Ap(u) + A (v).

They contain as a particular case Garding’s theorem that A; is concave. They also tell that
each root )\ is weakly contractive:

Ak(v) = Ae(w)| < flo—all, |- || = max{A,, =Ai}.

Applying (8) to the polynomial P constructed above, with k =2, k = N —1 and k = N,
where N = |Z7|, we also obtain inequalities of Wielandt’s form (4), for / = supmin, / = submax
and I = max. However, we shall obtain below much more general results.

Lax’s proof involves PDE tools, in particular the finite propagation velocity in the Cauchy
problem for hyperbolic equations. In a companion paper, H. Weinberger [18] gave an alternate,
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PDE-free, proof using only classical analysis, say the Intermediate Value Theorem. This is the
strategy that we use here and push forward. To begin with, we need to add an argument taken
from algebraic geometry, since the proof in [18] is valid only for so-called strictly hyperbolic
polynomials, namely those where the roots A;(u) are pairwise distinct when u # 0.

What about the other inequalities listed by A. Horn for Dety,? The high complexity of
their proof in the Hermitian context, together with the lack of structure for general hyperbolic
polynomials; discourage anyone to find a direct proof in the latter framework. Even their
validity is far from obvious. We shall explain below that all of them actually do occur. To
begin with, we recall P. Lax’s conjecture that every homogeneous hyperbolic polynomial in
three variables P(&,&1,&2) (say that P is hyperbolic in the direction (1,0,0)) can be written
in the form

det(£oAg + E14; + &4,)

for some Hermitian matrices Ag, Ay, Ao, with Ay being positive definite. As remarked by A.
Lewis & coll. [16], Lax’s conjecture follows from a deep result about Riemann surfaces by J. W.
Helton and V. Vinnikov [8]. Thus it has become a theorem, which can be applied for instance
to the restriction of a given hyperbolic polynomial over V' to the subspace spanned by the
elements u, v and e. This restriction is still a hyperbolic polynomial, though in three variables
only, and its roots are the restriction of the functions \;’s. From the Hermitian case, we know
that all of the Horn inequalities apply to these restrictions. Therefore the vectors A(u), A(v)
and A\(u + v) satisfy the same inequalities. Whence:

Theorem 1.1 The inequalities listed by A. Horn are valid for the roots of every homogeneous
hyperbolic polynomaial.

We did not find a reference for this theorem, which is hardly a new result. According to Lewis,
the validity of Lidskii’s Theorem for every hyperbolic polynomial was remarked by L. Gurvits in
2004, who used the same argument as above. Although he did not mention such consequences
in his paper, P. Lax could have had something like that in mind when he made his conjecture,
even though only Weyl and Lidskii-Wielandt inequalities were known at that time.

For readers interested in the conjecture of Lax, we recall that its n-dimensional counterpart
becomes false for n > 4 ; for instance, it is impossible to find Hermitian matrices A, ..., D with
A positive definite, such that

X?— X2 — X3 — X2 =det(X1A+ XoB + X350 + X, D).
Other inequalities. We point out that interesting nonlinear inequalities do occur in the

theory of hyperbolic polynomials. For instance, Garding [6] found the important fact that the
restriction of P'/" to its forward cone I'p is concave. In terms of the roots, this means

n 1/n n 1/n n 1/n
) (HAxum) z(HMu)) +(HAj<v>> ,

whenever A\;(u) and \;(v) are non-negative. This inequality has sound implications in geome-
try (Brunn-Minkowski inequality), combinatorics (Alexandrov-Fenchel and van der Waerden
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inequalities) or elliptic (') PDEs (boundary value problems for generalized Monge-Ampere
equations).

A special case of (9) concerns the determinant of positive definite Hermitian matrices. The
corresponding inequality

(det(A + B)Y" > (det )/ + (det B)'/"

is strictly better than the well-known concavity of A — logdet A. However, this latter property
is the best one to be independent of the size n. As such, it has an extension to suitable Hermitian
operators over Hilbert spaces.

1.3 Four series of admissible triples (7, J, K)

The theorems listed below follow directly from Theorem 1.1. We emphasize on their contents
only because we shall give an elementary proof of them, which follows Weinberger’s idea. Doing
this, we avoid more involved tools, like cohomology of Riemann surfaces (Helton—Vinnikov’s
paper) and Schubert calculus. Having a direct and elementary proof has also the advantage
that one can show that some triplets (I, J, K) satisfy an inequality

(10) Ag(u+v) > Ar(u) + Ay(v), Yu,v € V

for every hyperbolic polynomial, without checking whether (7, .J, K) € 7. On the one hand,
the latter problem is NP-hard in terms of the degree n, and on the other hand, it might happen
that (I, J, K) belongs to H, though not to 7"

We shall develop in the sequel a technique that yields a sufficient condition for an inequality
of the form (5) to be valid for every hyperbolic polynomial. This condition has a combinatorial
nature. It is not versatile enough to give back the whole Horn list. However, our technique is
efficient enough to give the inequalities of Weyl and of Lidskii, together with some others. One
weakness of our method is that our condition depends on n, despite the fact that an inequality
valid for some degree n remains valid for a higher degree N. Here is Weyl’s type inequality:

Theorem 1.2 Let P be a hyperbolic polynomial of degree n over V, with roots Ay < --- < \,.
If1 <4,5,k <n satisfy k + 1 =1+ j, then we have

(11) (w4 v) > Ni(u) + Aj(v), Yu,v € V.

Recall that the case j = 1, £k = ¢ was proved by Lax and Weinberger. Then we have the
analogue of Lidskii-Wielandst:

Theorem 1.3 Let I C {1,...,n} have cardinality v, r < n. Then we have
(12) A[(u + ’U) 2 A[(U) -+ AminT(U)a VU,U eV

Again, Lax and Weinberger’s result is the case r = 1. Now a sub-Lidskii case, meaning that we
replace the minimal sequence (1,...,r) by the sub-minimal one (1,...,7 — 1,7+ 1):



Theorem 1.4 Leti; < --- <1, and ky < --- < k, be such that k, = 1,,, except for one index q,
for which kq =i, + 1. Then we have

(13) Ag(u+v) > Ar(u) + Asubmin, (), Yu,v € V.

The last inequality of general breadth that we carry out is when J = w/. Then the optimality
condition (7) implies that K = max.

Theorem 1.5 Given I € I, the roots of an arbitrary hyperbolic polynomial of degree n satisfy
(14) Apax, (U +v) > Ar(u) + Arr(v), Yu,v € V.

Theorem 1.5 must have been known for a long time for Hermitian matrices. On the one hand,
Inequality (14) is a rather natural generalization of Weyl’s

A(A+ B) > Mi(A) + As1_n(B).

On the other hand, it is equivalent to (12), taking in account the relation Aj(—u) = —Azr(u) ;
just apply (12 ) to (u, —u — v) instead of (u,v). However, we shall give a direct proof of the
Theorem 1.5. The same argument, applied to Theorem 1.4, gives the following:

Theorem 1.6 Letiy < --- <i, and j; < --- < j, be such that j,+1i, = n+1 (that is j, = mwiy),
except for one index q, for which j, +1i, =n. Then we have

(15) Asubmax, (v +v) > Ar(u) + Ay (v), Yu,v € V.

By-products. Let d be the g.c.d. of n and r. Given [ in Z", it is possible to find n/d sets I,

(s
in Z? such that the disjoint union of the I,’s be identical to the disjoint union of r/d copies of

{1,...,n}, while I = I. Since each of the numbers
Ag,(u+v) = Ag(u) — Awin, (0)

is non-negative, each one is less than the sum of all of them. This gives the majorization

A+ ) — Ar(w) — Apin, () < gTr(v) - gAmmr (v).
In other words, we have
(16) Ar(u+v) < A(u) + W;T_”Amm () + S A, (0).

Depending on the pair (n,r), (16) may or may not follow directly from the Lidskii-Wielandt
inequality
Ar(u+v) < Ap(u) + Apax,. (0).

Likewise, since each of the numbers
Amase, (u+v) = Ag,(u) = Ary, (v)
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is non-negative, each one is less than the sum of all of them. This gives the majorization

Amaxr (U + U) - AI(U) - AWI(”) S AmaxT (U + U) - gTI'(U + U),

aul3

whence the inequality
(17) (n = d)Amax, (u +v) Z 7 (Ar(u) + Arr () + (r — d) (Ar(u) + Az () -

Once again, (17) follows directly or not from Theorem 1.3, depending on the pair (n, 7).

2 An algebraic fact about hyperbolic polynomials

The following auxiliary result is taken from our book with S. Benzoni-Gavage [1], Section 1.4.1.
Let P be a hyperbolic polynomial of degree n over V. Given two vectors u,v € V', we define
a polynomial
R(X,)Y):=P(Xe—u—Yv),

which has partial degrees n with respect to X and at most n with respect to Y.

Proposition 2.1 Let (A\*, u*) be a root of R. Then the multiplicity N of \* as a root of R(-, u*),
and the multiplicity M of p* as a root of R(\*,-), satisfy

N < M.

Proof

Up to a translation, we may assume that A\* = u* = 0. We consider the Newton polygon of
R, which is the lower convex hull of integral points (I,m) € N? associated to monomials XY™
present in R. By assumption, the Newton’s polygon of R admits the vertices (/V,0) and (0, M).

Let 0 be the edge of the Newton’s polygon with vertex (IV,0). We denote its other vertex
by (7, k). The monomials of P whose degrees (a,b) belong to § have the form cst - X?Y? with
p=(1—-0)N +0j and q = 0k for some 6 € [0,1]. When we substitute X — a*X and
Y + a77Y, such a monomial is multiplied by a*¥. Therefore the sum of all such monomials
of P has the form X7(Q, where the polynomial @ has the following homogeneity:

Q" X, aV YY) = F NV DQ(X,Y).

It is a basic fact in algebraic geometry (see [3], Section 2.8) that, in the vicinity of the origin,
the algebraic curve R(x,y) = 0 is described by simpler curves corresponding to the edges of the
Newton polygon, up to analytic diffeomorphisms. In the present case, these diffeomorphisms
have real coefficients (i.e. they preserve real vectors) since P has real coefficients. The “simple”
curve v associated to ¢ is just that with equation Q(x,y) = 0. Hence points (x,y) in v with a
real coordinate y must be real (because this is so in the curve P = 0.)

Let w be a root of unity, of order 2(N — 5), that is w¥=7 = —1. Because of the homogeneity,

the map (z,y) — (w*z, —y) preserves v. If y is real, the map thus moves a real point into



¥ is real, thus w?* = 1. This implies that k is a multiple of N — j. In

an other one. Hence w
particular, £ > N — j.
Since (j, k) is a vertex of the Newton polygon, lying between the vertices (N, 0) and (0, M),

we have

+£<1
T

2|w.

Together with £ > N — j, this implies M > N.

v

The equality case. Let p denote k/(N — j), which is a positive integer. Then we find
pN < M. In the equality case M = N, we thus have p = 1 and j + k = N. Therefore the
Newton’s polygon has only two vertices (IV,0) and (0, N).

3 A combinatorial criterion

This section is the core of the article. We prove Theorem 3.1 below, from which Theorems
1.2 through 1.6 follow. Because the roots A\; depend continously on the polynomial itself, an
inequality of the form (10) is valid for every hyperbolic polynomial of degree n if, and only if,
it is valid for a polynomial in some dense subset of the class of hyperbolic polynomials in the
direction e.

Because of Propositions 4.2 and 4.3, we may thus restrict to polynomials P with the property
that, for each 1 < r < n, there exists an algebraic subvariety M, of R? (a strict one: M, # RY),
such that the functions A; are pairwise distinct everywhere in O, the complement of M,., as
I runs over Z".

Thus let P be such a hyperbolic polynomial. We denote by O the intersection of the O, s,
a dense open subset of R?. To prove that the inequality

AK(U + U) Z A[(U) + AJ(’U)

holds for every u,v € RY, it is therefore enough to consider the case when u, v and u + v belong
to O ; this now because the roots \;(v) depend continously on v. In the sequel, we shall need
actually only v € O.

Following Weinberger [18], we proceed by contradiction. Given I, J, K € I, we thus assume
that

(18) Ag(u+v) < Ar(u) + Ay(v)

holds true for some u,v in V, with v € O. Let t € R be given, and v’ defined by v = v — te.
Then
A[(u) — AK(U + U/> = A[(U) — AK(U + U) +rt = n— AJ(U/),

where
n:=Ay(v) + Ar(u) = Ag(u+0)
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is positive by assumption. Let us choose t such that 0 < A;(v —te) < n. Then, dropping the
prime, we are lead to the situation where we have

(19) Ag(u+v) < Ar(u), Aj(v) > 0.

This argument allows us to make A;(v) as small as desired. Since it does not change the
differences ;11 — A;, and since the Ag(v)’s are pairwise distinct, we may assume in addition
that

(20) (R,S €I, R#5) = (|[Ar(v) = As(v)[ > Ay(v)) .
In particular, we see that Ag(v) # 0 for every R € I, and

(21) (R=<J, R#J) = (Ap(v) <0).

We now choose a number \* in the interval (Ax(u + v), A;(u)). Given R in I, we define
the continuous function

= Or(p) == Ag(u+ pv),

and look for a lower bound mpg of the number of roots u of the equation

(22) Or(p) = A"
Whenever (R, p) satisfies (22), one has

1
P (—)\*e —u— /ﬂ)) =0.
r

Let m :=> {mpg; R € I"}. If the m pairs (R, ) have pairwise distinct p’s, then the polynomial
1
X = P*(X) := P (—)\*e —u— Xv)
r

has m roots (actually m real roots) at least. However, it may happen that a u occurs in several
pairs (R, ). Let a, be the number of such pairs, for each . We have

m= {a,; n€R}.
By definition, A*/r is a root of multiplicity a, of the polynomial
Y = PU(Ye —u— ).

Proposition 2.1 tells us that p is a root of multiplicity at least a, of the polynomial P*. We
thus deduce that P* admits at least m real roots, counting multiplicities.
To end with a contradiction, it will thus be enough to prove that

(23) m > (Z) :
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the right-hand side being the degree of P*. With such a contradiction, we shall have proven
the validity of

(24) AK(U + U) > A[(U) + AJ(U), VU,U eV.

It thus remains to find the lower bounds mpg, and to sum them. Each mpz will be obtained
from the variations of ¢r, with the help of the Intermediate Value Theorem. We shall use the
values of ¢p at = 0 (where it equals Ag(u)) and at p = 1 (where it equals Ag(u + v)), as
well as its behaviour at infinity, which is governed by the sign of p and that of either Ag(v) or
Aﬂ-R<U).

At p = 0, we can only say that

(R>1) = (Ar(u) > \).

Likewise, at u = 1, we have
(R < K) = (Ag(u) < \).

To investigate the behaviour of the ¢g’s at infinity, we need to split Z' into P, the set
of parts such that Agr(v) < 0, and its complement P°, for which Agr(v) < 0. We recall that
none of the numbers Ag(v) vanish. Although we do not know explicitly P, we can state a few
properties that it must satisfy. To begin with, we have [J,max] C P and [min, J) C P If
R < S and R € P (resp. S € P¢), then S € P (resp. R € P°). Mind however that these
observations do not give a complete description of P. There remains much freedom, and we
shall have to deal with the worst possible case along our analysis.

Given R in Z7, the behaviour at 00 of ¢p is given by

AR(U)7 H— +OO7
Ar(v), p— —o0.

Pr(p) ~ p x {

Therefore ¢p is positive or negative at +o0o (resp. —o0) depending on whether R belongs to P
or P¢ (resp. to P or to wP°).

The simplest situation is when R € PN 7P, for then ¢r(+oo) = Foo. Then there must
exist one root : mrp = 1.

If R e PNaPe, then ¢pr(+oo) = +oo. We can get a conclusion if moreover R € [min,, K],
because then ¢r(1) < A*. There must exist at least two roots : mg = 2.

Likewise, if R € P*N7P N[, max,|, then ¢r(+oo) = —oo and ¢r(0) > A*. Again, mg = 2.

If R € PN 7P, the situation is slightly more elaborate. Since there holds ¢r(+00) = +o0,
we have mpr = 1 at least. However, if moreover R € [I, K|, then we have ¢r(1) < \* < ¢r(0),
and there are at least three roots : mg = 3.

The above analysis yields the following lower bound of the number of roots of P*, where
the bars stand for the cardinal of finite sets :

m=m(P) = |P°N7aP|+|PNnaP]
+2(|P N 7PN [min,, K|| + [P N7P N [[,max,|| + [P N7aP N[, K]|)
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The notation emphasizes that the bound m(P) depends on P, a set which, as said above,
is not exactly known. Thus an explicit lower bound is given by the infimum e(/, J, K) of m(P)
as P runs over all the subsets of Z" which satisfy the requirements already mentionned. The
determination of e(/, J, K') is a combinatorial problem that can be solved in finite time. When
e(I,J, K) is strictly larger than the degree of P("), we have our contradiction, since the number
of the roots of the univariate polynomial P*  counting with multiplicities, would be larger than
the degree. Therefore we can state our sufficient condition:

Theorem 3.1 Let 1 <r < n be two integers and I, J, K be given in L. If

(25) e(l,J,K) > ( ’ ) ,

then the inequality (24) is valid for every hyperbolic polynomial of degree n.

4 Density results
The following statement is taken from [1], Section 1.5.4.

Lemma 4.1 Let P(X;0y,---,04) be a homogeneous polynomial of degree n in 1+ d variables,
with real coefficients. Assume that the coefficient of X™ is non-zero. Assume also that for all
0 in a non-void open subset O of R, the polynomial Py := P(-,0) has a root with multiplicity
> 2. Then P is reducible in R[X,0].

Proof.
Let us denote by R := R[fy,--- ,04] the factorial ring of polynomials in d variables 6 and
by k := R(6y,--- ,0,) the field of rational fractions in . We first consider P as an element of

k[X]. Let us recall that k[X] is a Euclidean ring, which has therefore a g.c.d.

Let @ be the g.c.d of P and P’ in k[X], a monic polynomial of X. Its coefficients, belonging
to k, are rational fractions of #. We denote by Z the zero set of the product of denominators
of these fractions ; Z is a closed set with empty interior.

When 6 € O\ Z (this is a non-void open set), Qy := Q(+,0) has a non-trivial root, which
means that either QQy = 0 or d°Q)y > 1. However, the condition Q9 = 0 defines a non-trivial
algebraic manifold M (the intersection of the zero sets of the coefficients of )), again a closed
set with empty interior. Therefore, there exists a 6 for which d°Q)y > 1, and consequently
dxQ > 1.

Since @ divides P in k[X], we write P = QT, with T' € k[X]|. Multiplying by the l.c.m. of
the denominators of all coefficients of () and T' (a l.c.m. and a g.c.d. do exist in the factorial
ring R), we have g(0)P = Q,Ty, where g € A, Q1,71 € R[X] and 0 < d% Q1 < n. We recall
that the contents of a polynomial S € R[X], denoted by ¢(S), is the g.c.d. of all its coefficients.
From Gauss’ Lemma, ¢(@Q171) = ¢(Q1)c(Th) and therefore g = ¢(Qq)c(11), since ¢(P) = 1
by assumption. We conclude that P = QyTs, where Qs := ¢(Q1)"*Q; € R[X] and similarly
Ry € R[X]. Moreover 0 < d% Q2 < n, which shows that P is reducible in R[X] = R[X, 0].

]
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Let P be a homogeneous polynomial, hyperbolic in a direction e. Let us write P as a
product of irreducible factors
p=1]r",
k=1

where the P,’s are pairwise distinct. Each P is homogeneous and hyperbolic in the direction
e. The polynomial X — Py(Xe — &) has distinct roots away from the zero set Vy of its
discriminant Dy, (). Since Dy is a polynomial, V) is either the whole R? or a codimension-1
algebraic variety. From Lemma 4.1, the latter case holds true. Away from V := (J, Vi, the
roots of X — P(Xe — &) are of constant multiplicities a(k).

In particular, we have the following property.

Proposition 4.1 Let P be a homogeneous hyperbolic polynomial. Assume that P is square-free
(that is, P does not have a factor Q* where Q is a non-constant polynomial). Then the roots
of X — P(Xe — &) are simple for every € € O, an open dense set in RY,

We now show that square-free polynomials are dense within hyperbolic ones. We proceed
by induction on «(P), the largest of the a(k)’s in the factorization above. Because each Py
in the factorization above is hyperbolic in the same direction e, it is enough to assume that
P = p®, where p is irreducible. It will be enough to consider the case of a square p?, since then
we may write

P=p*?p?,  p®=limpy,

where p; is e-hyperbolic and square-free. The primitive factors Pf of p®~2p, have degree less
than that of P. The induction assumption ensures thus that p*~2p, is approximated by square-
free hyperbolic polynomials. By the diagonal procedure, it is also true for P.

There remains therefore the case P = p? with p irreducible. We recall that if R(t) is a
univariate polynomial with real roots, then

R,(t):= R(t) + yR'(t) = e ("'R) .

has real roots too, for every v € R. Let f be a linear form, vanishing at e ; we may therefore
approximate P by the homogenous polynomials

P.(v) :== P(v) +€f(v)DP(v) - e

where we denote

d
DP(v)-e:= p . P(te +v).
Since
P.(te —v) = P(te —v) —ef(v)DP(te —v) - e

is of the form R,, with v = ef(v), the equation P.(te —v) = 0 has only real roots: P. is
hyperbolic. Of course, P. is divisible by p, but not by p?. Then we conclude with the induction
assumption.

We have thus proven:

14



Proposition 4.2 The set of square-free homogeneous polynomaials, hyperbolic in direction e,
is open and dense in the set of homogeneous polynomials, hyperbolic in direction e. For such
polynomials, the \;’s are pairwise distinct over a dense open subset O of RY.

We now consider the sums A; when [ runs over Z', and ask ourselves whether they are
distinct over a dense open subset of R,

Let P be a polynomial as in Proposition 4.2. Let us fix a vector v € O;. Since e is an
interior point of I'p, the polynomial remains hyperbolic in the direction of e, := e — pv for
every small enough p € R. Let us denote 6;(p; 2) the roots of P with respect to e,:

P(pe, —z) = 0.
For a small z, we have the implicit relations

0(p;z) = X (0;(p; 2)pv + 2).
For z = v, this gives
i (v)
O s
’ 1= pA;(v)
Let I and J be given, with the same cardinal and [ # J. As far as we consider the difference

Ar— Ay, we may assume that INJ = (), for otherwise we can replace them by I’ = I\ (INJ) (J'
defined likewise), with a smaller cardinal. Since the \;(v)’s are pairwise distinct, the rational

function M) A(0)
\U "
p— _ _
ZEZI 1 — pAi(v) ]EZJ 1= pA;(v)
does not vanish identically. Its zero p = 0 is thus isolated, and we deduce that for arbitrary
small non-zero p, this difference is non null. For such a p, the ©;’s are thus pairwise distinct
at v, and therefore on a dense open subset of R?. Let us now choose a linear map w — M,w,
close to the identity, such that M,e = ¢e,. Let us form the homogeneous polynomial

P

p

(w) = P(Mpw)a

which tend to P as p — 0. The roots of P,(-e —w) are the numbers p;(p, M,w). Therefore P,
is hyperbolic in the direction e, and its A;’s are pairwise distinct at v. Finally, we have proved:

Proposition 4.3 In the set of homogeneous polynomials, hyperbolic in direction e, the subset
of polynomials for which the A;’s, with I € I, are pairwise distinct functions over a dense
open subset of R%, is a dense subset.

5 Calculations in specific cases

5.1 Weyl-type inequalities

Set r =1 and k =i+ j — 1. Because I} is totally ordered, P = [j,n] is exactly known. We
thus have 7P = [I,n + 1 — j], P* =[1,j — 1] and 7P° = [n 4+ 2 — j,n]. By symmetry, we may
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assume that j <, sothat j =k —i+1 <mn—j+ 1. The first line in the definition of m(P)
sums up to n + 2 — 2j. In the second one, the first term is (min(k,n+1—j) — ¢+ 1)". One
finds e(1, J, K) = m(P) = n + 2 > n, which satisfies (25) when r = 1. Whence the Weyl-type
inequalities, our Theorem 1.2.

5.2 Lidskii-type inequalities
Set J = min, and K = I. Here, the only possible P is Z)" itself. We have 7P = I, while P°
is void. A straightforward computation gives

e(I,J,K) = m(T") = |I7| + 2|[I. K]| = ( ; ) +2.

Again, Theorem 3.1 tells that the corresponding inequality (24) is valid for every hyperbolic
polynomial of degree n. This is our Theorem 1.3.

5.3 Sub-Lidskii inequalities

Set J = supmin, and I, K as mentionned in Theorem 1.4. The interval [, K| consists in exactly
two elements I and K. Then P can be either Z" or [supmin, max]. Correspondingly, we have
either

AP =1, P =0, 7P° =0

or
TP = [min,submax|, P°= {min}, 7P°= {max}.

In the first case, we have easily
m =2|[I,K]| +|T7| = 4+ ( . ) .
In the second one, we have
m = 2|[I, K]| 4+ |[supmin, submax]|| = 4 + ( Z ) —2.
In both cases, m(P) is strictly larger than the degree |Z7"| and we have the desired contradiction.

54 When J=nl

When J = ], we have K = max, by the optimality condition (7). For every admissible P, we
have the following calculations
m(P) = |[PnaP|+|P°NaP+2(|PNaP|+|xP N[, max,|)
= |P|+ |7P¢| + 2|7P N[, max,]|
= |Z7| + 2|7P N [I, max,]|.
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Since P contains [J, max,|, 7P contains [min,, 7.J]. Using 7.J = I, we thus have
m(P) > |Z'| + 2|[min,, 7J] N [I, max,]| = |Z}}| + 2|[L, 7 J] = |Z| + 2.

In conclusion, we have e(/, 7], max,) = |Z| + 2, which is the contradiction we were looking
for.

5.5 Gap with Horn’s inequalities
Here we show that e(1, J, K') does not exceed the degree |Z"| for some explicit Horn’s triplet.

For such triplets, our combinatorial approach is thus inefficient.

A Freede-Thompson case. When i;+js = ks+s for every s = 1,..., 7, the triplet (I, J, K)
is admissible, according to Freede & Thompson. One of the simplest such triplet which does
not belong to a Lidskil or to a super-Lidskii case is [ = J = {2,3} with K = {3,4} where we
take n = 4. This example actually can be treated by applying Theorem 3.1. However, if we set
n = 5 instead, then the strategy fails, because of the choice

P = [{17 2}7 {1’ 5}}7
for which we have

m(P) = 10 = |5|.

Another Freede-Thompson case. An other minimal example is I = J = {1,4}, K =
{1,6}, with n = 6. In the combinatorial criterion, we must consider the choice

P =[{1,2},{2,3}],
with three elements. We leave the reader verifying that this choice yields
m(P) =15 = |Z;],

and therefore we cannot apply Theorem 3.1.
This example is the first one in an infinite series, given by the following proposition, whose
proof is left to the reader.

Proposition 5.1 Assume that 2 <b<e¢, a <c, b <mb and that a < b (the latter is a Horn
constraint when r =2). Set I = (a,c), J = (1,b) and K = (a,b+ c—2) (a Freed & Thompson
triple, admissible according to Horn). Take P = [J, maxs|. Then

n

m(P) = < 2)+(b—1)(4—b).

In particular, if b > 4, then e(1,J, K) is less than or equal to |Z3| and Theorem 3.1 does not
apply.
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