COMPOSITION C
ENS 2015 - MP

On définit, pour tout le probléme, la fonction gaussienne G : R —— R donnée par G(z) = ——e

Pour une fonction f bornée sur R, on note || f|| ., = supg | f|-

PARTIE 1

1) a. Pour ¢t dans R’ on pose

t , 2 1 67t2(1+a:2)
A(t) = -z B(t) = — —dx.
) (/O c dx) et B(1) /0 Rt

A T’aide du changement de variables 2 = ty montrer que les fonctions A et B ont la méme dérivée.

b. En déduire
/ G(z)dx=1.
R

2) Etant donné une fonction g bornée continue sur R, résoudre ’équation différentielle 3/ — zy = g(x).

3) Etant donné une fonction f bornée continue sur R et en posant (f) = / f(z)G(x)dz, montrer que
R

la fonction donnée par

pla) =2 [P ()~ ()
est de classe C'! sur R et est solution de 1'équation différentielle y' — zy = f(x) — (f).

“+o0
Montrer également, pour z réel, ¢(x) = —612/2/ e /2 (f(t) = (f))dt.
xr
4) Montrer, pour tous nombres réels z et ¢, e~ t/2 < e~ T 2ema(t=2) o

Co || flloo

z)| < ,
@) <

avec Cp < max(4,2v2me). Pour ce faire on distinguera les cas © > 1, 2 < —let —1 < 2 < 1. En
déduire que ¢’ est borné sur R.

5) On suppose dans tout le reste de cette partie en outre que f est de classe C! avec f’ borné sur R.
Montrer, pour x réel,

plr) =— /R e 2T (f(a+u) = (f) du

et en déduire
(L+[z)) [ (@) < C U flloo + 11 M)

ou C est une constante indépendante de f. En définissant C'; comme la meilleure constante possible
dans cette inégalité, en proposer une majoration explicite.

6) Justifier que ¢ est de classe C? sur R et qu'on a ||¢"[| . < C(||f|lo + [I/']l.), pour une constante C
indépendante de f. En définissant Cs comme la meilleure constante possible dans cette inégalité, en
proposer une majoration explicite.



PARTIE II

Soit (gn)nen une suite de fonctions réelles positives et continues par morceaux.

)

2)

En utilisant une intégration par parties, que I'on justifiera, montrer que, pour toute fonction ¢ de classe
C! sur R avec ¢ et ¢ bornés sur R, on a

/ G(2) (¢ (z) - zp(a)) dz = 0.
R

On suppose pour cette question que tout élément de la suite (g, ) vérifie / gn = 1 et qu’on a, pour
R

toute fonction h de classe C' avec h et b’ bornés,

lim gn(z) (B () — zh(x))dz =0

n—-+o0o R

Montrer, en utilisant les résultats de la partie I, que pour toute fonction f continue et bornée sur R,
on a

lim gn(z) f(z)doe = / G(z)f(z)dz .
n—-+oo R R

On suppose pour cette question que la suite / m2gn(x) dx) est bien définie et majorée par un réel

M, et que pour toute fonction f bornée de classe C*° sur R on a

lim gn(2) f(z)dz = /R G(z)f(xz)de .

n—-+o0o R

On se donne une fonction A de classe C! sur R avec h et b’ bornés sur R.. On fixe également une famille
(XRr) RER’ de fonctions de classe C*° sur R & valeurs dans [0;1] et telles que x g soit identiquement
égale & 1 sur le segment [—R; R] et nulle en dehors du segment [—R — 1; R + 1]. (On ne demande pas
de justifier 'existence d’une telle famille.)

a. Justifier que si h est de classe C* sur R et nulle en dehors d’un segment, on a

lim gn(z) (W (x) — xh(z))dz =0.

n—+o0o R

b. Montrer qu’il existe un réel strictement positif K tel que, pour tout entier naturel n, on ait

<

=)=

vre ol | [ (0= xn@lanle) (0/(0) ~ ah)) o
R
c. Si h est de classe C* sur R, montrer

lim ( lim /R X (@)gn(@) (h'(m)—xh(m))dx) _0.

R— 400 \ n—+4o0

d. Montrer le résultat précédent sans supposer h de classe C'*°.

e. Déduire des questions précédentes qu’on a

lim gn(z) (W (x) — zh(z))dz =0.

n—-+oo R



PARTIE III

Dans toute cette partie et la suivante (X;);en+ est une suite de variables aléatoires discrétes a valeurs
réelles, définies sur un espace probabilisé (2, A, P), indépendantes, centrées, réduites et uniformément
bornées en valeur absolue par une constante M.

1
On pose, pour n dans N*, Z,, = %(Xl +- 4+ Xn).
Soit f une fonction de classe C' sur R avec f et f’ bornés sur R et ¢ défini comme en question I.3.

1) Vérifier E (¢'(Z,) — Znp(Zy,)) = E(f(Z,) — <f>)-
1

2) Pour ¢ dans [1;n], on pose Z,, ; = Z,, — \F \f I%n Xj.. En utilisant la partie I, montrer
Xigta) = Xeo(ns) - St 20| < ZEL 14110
3) En déduire | (Z,0(Z,)) - iiE«o’(zﬂm‘ < fo (17 + 1)
i=
4) Montrer de méme |E (¢ —*ZE T(HfH + 1 M) -
5) En déduire / flz ’ 02(22} LUl +171) -

6) Montrer qu’il existe une constante Cj telle que, pour tout réel a on ait

< an_1/4

’P (Zp < a)— /a G(z)dx
—o0
On pourra par exemple encadrer la fonction indicatrice de |—o0; a[ par des fonctions bien choisies.
PARTIE IV
Soit t dans R, i et n dans N* et § dans R.

1) a. En utilisant une propriété de convexité montrer E (etXi) < (etM + e_tM).

N =

1
b. Montrer 3 (etM + e—tM) < M2,

1 & 2 o 0p2
2) Endéduire P [ =) X, > 5| < e 0 /2M°
) En déduire (nz_: > >_e

3) Comparer ce résultat a celui de la question II1.6 : quelle est la meilleure estimation quand n tend vers

Pinfini ? (discuter selon les cas)
xT
11—
4) Soit f et ® donnés par f(z) = #, pour z non nul, et ®(z) = (1 + 2)In(1 + z) — = pour x
x
positif. On prolonge f par continuité en 0.
a. Montrer f(tX;) < f(tM).

b. En déduire E (etX’i) < et” (M) puis 'amélioration suivante du résultat précédent

1 — 2
Pl=N X, >6)| <en®WMo/M™

i=1
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CoMmpPoOSITION C — ENS 2015 - MP
PARTIE I

1) a. L’exponentielle et les fonctions polynomiales étant de classe C*°, il en va de méme pour les inté-
grandes déﬁnigsant A et B, ce qui montre que A et B sont bien définis. En notant F' la primitive
de z — e sur R s’annulant en 0, on a A = F? et donc A’ = 2FF’, soit pour ¢ dans RY,
At) = 2e~t* fg ¢=*" dz. En utilisant le changement de variable z = ty linéaire bijectif (car t # 0),
on a également

1 ¢
Al(t) = 2te"t" / etV dy = 2t/ ettty dy .
0 0

0
Soit f l'intégrande définissant B. Comme f est de classe C*° en les deux variables, f et 8—{ sont en

particulier continus comme fonction de x dans [0; 1], et bornés sur tout compact, d’apres le théoréme

de WEIERSTRASS. Soit alors  dans R et M un majorant de |f(x,t)| et

of
&(a:,t)‘ pour (z,t) dans

[0; 1] x [0;7]. Comme la fonction constante égale & M est continue, positive et intégrable sur [0;1],
on peut appliquer le théoreme de LEIBNIZ, dit de dérivation sous le signe intégral, et en déduire que
B est de classe C! sur ]0;7], de dérivée donnée par

1 1
B'(t) = — g(az,t) dr = / 2te™t 1+ qg
o Ot 0

et donc B est dérivable sur R et

b. Il en résulte que A — B est une fonction constante et les arguments précédents montrent qu’elle
1
dx s
est définie et continue sur R4. Comme en 0 elle vaut / T3 22 ie. R
O m

vers 400 également. Comme la fonction f posée précédemment, i.e. I'intégrande définissant B, est
majorée en valeur absolue sur R? par 1, qui est une fonction continue, positive et intégrable sur le
compact [0; 1], et, & x fixé, tend vers 0 quand ¢ tend vers +o0, il résulte du théoréme de convergence

sa limite pour ¢ tendant

T
dominée qu’on a EmB = 0, et donc EmA =71 Comme l'intégrande définissant A est positif, il
(o] o0

est intégrable sur Ry si et seulement si Uintégrale sur [0;¢] admet une limite lorsque ¢ tend vers
+o00. Toujours par positivité et par continuité de la racine carrée et du carré sur R, cette derniére

propriété est équivalente a ’existence de Em A. On en déduit
o0

/ e dr=_ [limA=
R, oo

et donc, par changement de variable linéaire bijectif = ¢/v/2

/ e_t2/2dt:1/E et /e_tz/th:\/%n
R, 2 R

par parité de 'intégrande. On en déduit / G=1.
R

VT
2

2) Puisque G est nulle part nulle et telle que 1/G est solution de 1’équation homogene y' — xy = 0,
léquation proposée se récrit (yG)' = gG. Puisque g est continu sur R, il en va de méme pour gG, qui
admet donc des primitives et donc les solutions de I’équation différentielle proposée sont données par

2 T g(t)G(t 2 r 22
un réel a et la formule, pour z réel, | y(z) = ae® /2 +/ g(G)(xg) dt = ae® /? —|—/ g(t)el™ /2 ¢,
0 0
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3)

Si f est continu sur R, il en va de méme pour fG et si f est borné sur R, on a fG = O (G) et donc
fG est intégrable sur R puisque G lest et (f) est bien défini. La fonction constante égale & (f) étant
continue et bornée sur R, la question précédente montre que la fonction x > e—v’/2 fOT et/ 2(fyat
est solution de y' — zy = (f). Par principe de superposition la fonction z s e’ /2 Iy e I2(f — (f))dt
est solution de y' — zy = f(z) — (f). Comme f est borné sur R, on a (f — (f))G = O (G) et donc
(f = (f))G est intégrable sur R et on peut définir a = [5 e~P/2(f(t) — (f))dt. Comme a/G est

solution de I’équation homogene y' — xy = 0, encore par superposition, on en déduit que

0 “f *
r e [ PRG) — (pare e [t = et [ g - g

est solution de y' — xy = f — (f), i.e. ¢ est solution de cette équation différentielle. On en dé-
duit que ¢’ est combinaison algébrique de fonctions continues et est donc continu. Il en résulte que

@ est de classe C! sur R et est solution de y' — xy = f — (f). ‘

Par définition et en utilisant la question 1b on a

w [ e=in=[ 16 ie [ Gr-im=0

et donc, en multipliant par /27 et en utilisant la relation de CHASLES, il vient, pour z réel,

2 +OO 2
() = —e/2 / e (f () — (f)) dt.

2
Par concavité de t — 5 pour x et t réels et en utilisant la tangente en z, on a —% < —”32—2 —z(t—2x).

Par croissance et propriété de morphisme de I’exponentielle, il vient ’ e=t/2 < e~ /2e—a(t=2) ‘

On remarque tout d’abord qu’on a |fG| < ||f||, G par positivité de G et donc, par intégrabilité de
G, inégalité de la moyenne et la question 1b, on a [(f)| < [|f|l et donc || f — (f)|l.c < 2| fll, Par
inégalité triangulaire. Par inégalité de la moyenne on en déduit

r 20 42 oo L
@l <20fl [ et Ra 2, [ et et

o0 —T

en effectuant le changement variable affine bijectif ¢t — —t, et

+oo 2 2
) <2 e* /2e7 /2 gt
le(@)] < 2| flloo ;

en utilisant la seconde formule pour ¢. Il vient
+oo 2 2
z)| <2 elzl™/2e=t7/2 q¢ |
o ()] o0
||

Pour z < —1 ou & > 1, en utilisant I'inégalité du début de question et I'inégalité de la moyenne, on a
par changement de variable affine bijectif ¢t = |z| + u

—+oo
/ 6|I‘2/2€_t2/2 dt S/ e—|:v\u du = i < 2 7
|| R, lz| — 1+ |z

puisqu’on a |z| > 1 et donc 1+ |z| < 2]z|. Si au contraire |z| < 1 on a, puisque 'intégrande est positif
et par croissance de I'intégrale,

+o0 5 R
/ el /2=t 2 41 < /e
||

e_tz/2 dt = %\/27re < 2me

R, T 1+ |z
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Co |l fll

1+ |z -
Puisque ¢ est solution de I’équation différentielle y' — zy = f(z) — (f), par inégalité triangulaire, pour
z éel, on a ¢/ (2)] < |wg(x)] + 2| fllo < (Co+2) [|fll et donc | ¢’ est borné sur R. |

et, finalement, on dispose de Cy inférieur a 2v/27e, i.e. & max(4,2v/2me), vérfiant | p(x) <

Pour x réel, par changement de variable affine bijectif t = x4+ u on a, en utilisant la seconde formule de

2 2 2 2
la question 3 et 'identité i G O - —ur— = p(z) = —/ e~V 2e7 (f(x +u) — (f)) du.
R

2 27

En utilisant la définition de ¢, il vient, avec le changement de variable affine bijectif ¢ = = — u,
—u2 uxr
pla) = [ (o - u) ~ (1) du
R

Soit h une fonction de classe C', bornée sur R ainsi que sa dérivée, et g définies sur R x R par

0
gt (z,u) = e_“2/2e¢“’5h(x + u). Alors g4 est de classe C! en les deux variables z et u, et % est
x

donné par e*“2/26¢“m(h’(az +u) Fuh(z £ u)). Puisque h et b’ sont bornés sur R, disons par M, pour
0
|z| < a avec a dans R et u réel, ﬁ(w,u)

ox

indépendante de x, continue en u sur R, positive et dans O (e

< Me_“2/2e“|“|(|u| + 1) et cette derniére expression est

*“2/4>, donc intégrable sur R. Il résulte

du théoréme de LEIBNIZ qu’on peut dériver sous le signe intégral et obtenir, pour x réel quelconque
(puisque a était) et en prenant h = f — (f),

0 ) ,
_/ %(x’u)du - /1:{+ueu /267w(f(93+u)—<f>)du—/ e e f (@ + u) du

Ry

/ ai(m,u)du = / ue7“2/26“x(f(x—u)f<f>)du+/ (f“2/26“‘7‘3f’(xfu)du7
Ry

Ry

e
o
=
_
/—:
B
A\

< 2||f||oo/ ue—u2/26—u|y;\ du + Hf/Hoo/ e—u2/2e—u|7;\ du
R

Ry

par inégalité de la moyenne. Par changement de variable affine bijectif on a

“+o0
0 S/ e—uz/Qe—upc\ du < e—x2/2/ e—t2/2 dt < CO
R, || 1+ |z]

d’apres la question précédente. Par ailleurs, pour x non nul, il vient par intégration par parties

/ ue—u2/2e—u|x\ du < 1-— SL'/ e_uz/Qe—ulw\ du = / (1 _ e—t2/2x2) e tdt
R, R, R,

car f ue~ W/ 2emuT qy = —e~ ¥ /2 uT _ o f e~ /26T dy et par changement de variable bijectif t = ux
et puisqu’on a fR+ et dt = 1. Par positivité et convéxité de 'exponentielle et croissance de l'intégrale,

on a
/ e_tdt:1§1+|| si0<|z| <1
og/ (1—e—t2/2f2) etdt < { /R+ R
Ry —2/ t2e_tdt:—2§ si|z|>1
222 Jgr, x 1+ ||

puisque 1+ |z| <141 = 2 dans le premier cas et 1+ |z| < 22+ 2? = 222 dans le second. On en déduit,
puisque ces derniéres majorations sont également vraies si x = 0, qu’on a

oo CollF o
L+jz] " 1+

()] <
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et donc, par inégalité triangulaire et en posant C' = max (4, Cy), ‘ I+ z]) ¢ (@) SCUflloo + 111 o0)- ‘

Au vu de la définition de Cp, on a|C; < max(4,2v/2re) = 2v/27e.

Puisque ¢ satisfait ’équation différentielle y' — zy = f(x) — (f), ¢’ est combinaison algébrique de

fonctions de classe C!, et est donc de classe C1, i.e. ‘4,0 est de classe C?. ‘

Comme, pour z réel, on a ¢’ (z) = p(z) + z¢'(z) + f'(x), il vient par inégalité triangulaire

" (@)] < le(@)| + (1 + [2]) [¢' (@) + 1]l
et donc, en utilisant les questions précédentes et en posant C = max(Co + C1,Cy + 1),

"] < Clf e + 1£10)- |

Vu le choix de C, on a | Cy < 4+/27e.

PARTIE II

Puisque ¢ est de classe C!, G'¢ et G’ sont continus et donc localement intégrables sur R. Puisque
¢ et sa dérivée sont bornées, ces deux fonctions sont dans O (Jz| G(z)) au voisinage de Uinfini et donc,
par comparaison avec une fonction positive intégrable, G'¢ et G’ sont intégrables sur R. Comme on
a (Gy) = Gy’ —IdGy = G(¢' —1dy), il en va de méme pour (Gy)’ et comme G = O (G) =0 (1), on

a| | G (@) - wpla)) do =0,
R

Soit f continu et borné sur R et ¢ la fonction associée a f par la question 1.3. Alors, en utilisant la
question L4, ¢ est de classe C' et borné ainsi que sa dérivée. Comme ¢ est solution de 3’ — zy =

f(z)—=(f), il vient en utilisant I’hypothése sur la suite (gy,), lim/ gn(f—(f)) = 0. Or, par linéarité de
R

I'intégrale et hypothése sur les fonctions (g,), on a / a(f— () = / anf —(f) = / Inf —/ Gf
R R R R

et on en déduit lim/Rgn(m)f(x) dz = /R G(z)f(z)dx.

3) a. On suppose h de classe C* sur R et & support compact. Alors il en va de méme pour h’ et donc

aussi pour la fonction f donnée par f(z) = h/(z) — zh(z). Etant continue sur son support et ce
dernier étant compact, on déduit du théoreme de WEIERSTRASS que f est bornée sur son support
et donc sur R puisqu’elle est nulle en dehors de son support. Comme f est bornée et de classe C'*°
sur R, il résulte de I'hypothese faite sur (g,) qu’on a

i [ g,(0)f(0)de = | Go)f(a)do
R R
et donc d’aprés la question 1, puisque h est en particulier de classe C! et que h et h’ sont bornées

+oo
lim /_ n(@) (W (z) — 2h(z)) dz = 0.

b. Soit € strictement positif, n entier et R dans R . Puisque les fonctions x g, h et h’ sont bornées sur

R, on a au voisinage de l'infini

(1= xR ()) gn(@) (W (2) — zh(z)) = O (2gn(2)) = O (°gn(x))
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et donc le membre de droite est localement intégrable au voisinage de +o0o. Comme on a affaire a
des fonctions continues, donc localement intégrables sur R, le membre de droite est donc intégrable
sur R. Comme il est de plus nul sur [—R; R] par définition de xr et que, pour |z| > R, on a

M., + Rk
NS TUTR

(1= x&(2)) gn(2) (W (z) — zh(x))| <

en notant ||-|| ., la norme de la convergence uniforme sur R, il vient, par inégalité triangulaire et
croissance de 'intégrale, pour R > 1

[0 (o)) 90 ) 0(0) ~ b)) da| < (W + 01 s -
R

Done pour K = M(['], + [IA]..). on a \ [ (= xn(a) @) (0 (@) = b)) da| < .

c. On suppose h de classe C*™ sur R et telle que h et h’ sont bornés sur R. Soit R strictement positif
et f la fonction donnée par f(z) = xg(x)(h'(z) — xzh(z)). En tant que composé algébrique de telles
fonctions, f est de classe C*° sur R. Comme xg est a support compact, il en va de méme pour f
et, d’apres le théoreme de WEIERSTRASS f est bornée sur son support donc sur R. Il résulte de
I’hypothese faite sur la suite (g,) qu'on a

lim /R Xr(@)gn (@) (W (2) - 2h(x)) do = /R Xr(@)Ga) (W (2) - ehx)) da .

Gréce a la question 1, puisque h est en particulier de classe C' et que h et A/ sont bornées, on en
déduit

lim /R XR(@)gn (@) (W () — wh(x)) da = / (xr(@) — DG (@) (W (z) — zh(z)) dz

R

et donc, par inégalité triangulaire,

lim /R (@) gn (2) (' () - 2h(x)) de| < /R 11— x(@)| Ga) I (2) - wh(z)|da .

Par relation de CHASLES et puisque (Gh)', i.e. G(h' —Idh), est intégrable, comme vu & la question 1,

il vient
—R +oo
< </ (Gh) (x) dz +/ (Gh) () da:) =o(l) .

—00 R

lim /R X (@) (@) (W () — 2h(2)) do

R—+o00 \ n—+o00

D’ott | lim < lim /RXR(:n)gn(m)(h’(x) — zh(z)) dx) =0.

d. Soit R dans R . Puisque h’ est continue sur le segment [—R — 1; R + 1], le théoréme d’approxi-
mation de WEIERSTRASS permet de disposer d’une suite (Qf) dans R[X] tel que (Qx) converge
uniformément vers b’ sur [-R — 1; R + 1]. Soit alors (P}) la suite de polynéme telle que Py soit la
primitive de @ prenant la méme valeur que h en 0. Par convergence simple de (Py) en 0 et conver-
gence uniforme de (P}), on en déduit que (Py) converge uniformément vers h sur [-R — 1; R + 1].
On note hy, = h — Py de sorte qu'on a ||hy, — Idhi|| < ||kl + (R +1)[|he]l, et donc (hj —Idhy)
converge uniformément vers 0 sur [—-R — 1; R + 1]. Enfin comme 1 est une fonction bornée et de
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classe C* sur R, lim/ gn = / G =1 de sorte qu’on dispose de A dans R} majorant la suite
R R
positive ( / gn>. Pour k et n entiers on a par inégalité de la moyenne et positivité de g, et G
R

R+1
< I~ el [ (n+G) < (14 A) I~ T

—-R-1

‘ /R N (@) (gn — G) (@) (Hy(x) — zhi(x)) da

et, pour k entier, puisque Py est de classe C* et donc xr(P], — IdPy) est de classe C™° et bornée
sur R,

tim | ()90 - G)(o)(Pilz) ~ 2Py(a)) do =0
R

Pour ¢ dans R, on dispose de k entier tel que ||k}, — Idhi| < e et de ng tel que pour n > ng, on

ait
[ xala)(on - @) (Pile) — aPu(e) as] < ¢
et donc, par inégalité triangulaire,
[ xnlo)an - ) @) — ot da| < (24 e,

i.e. par linéarité de la limite et de l'intégrale

lim /R Xr(2)g &)1 (&) ~ oh()) do = | XR(2)G@)I (@)  ah(z) d

R

La fin de la démonstration de la question précédente ne supposant pas h de classe C'°; on conclut

lim ( lim /R XR(m)gn(x)(h’(m)—xh(x))dx) 0.

R—+4o00 \ n—+00

e. Soit ¢ dans R} . D’apres les questions 3d et 3b, on dispose de R tel que

lim /R X (@) (@) (W () — 2h(2)) do

<ecetVneN ‘/ (1 —xr(2)gn(z)(W (z) — zh(z))dz| < e
R
et donc on dispose de ng tel que pour n > ng on ait, par inégalité triangulaire

<2,

] | onla)@) = (o)) da

ie. lim/Rgn(x)(h'(x) —zh(z))dz = 0.

PARTIE III

1) Puisque Z, est une variable aléatoire, il en va de méme pour ¢'(Z,,) — Z,o(Z,) et f(Z,)—{f). De plus,
par construction de ¢, elles sont égales. Enfin comme Z,, est bornée, elles le sont aussi et admettent

donc un moment d’ordre 1. Il en découle ‘ E (o' (Z,) — Znp(Z,)) = E(f(Z,) — (f))- ‘

2) Soit i dans [1;n]. D’apres 1.6, ¢ est de classe C? sur R. On peut donc lui appliquer I'inégalité de
TAYLOR-LAGRANGE & l'ordre 1 en Z,, ; :

<;D/(Zn,i) S

X7
=
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et, en utilisant la constante Cy définie en 1.6, il vient apreés multiplication de I’inégalité par la quantité

. )(Z2 Cy | X;
positive X, | [ Xip(Zu) - Xip(Zns) — 22t (Zn)| <« 2L iy 7100

vn

On a, par linéarité de ’espérance,
1 n
E(Z.o(Zn)) = % Z E (X;0(Z)) -
i=1

Puisque la famille (X;) est indépendante, le lemme des coalitions assure que pour tout ¢ dans [1;n], X;
et X? sont indépendants respectivement de ¢(Z, ;) et de ¢'(Z, ;). Puisqu’on a affaire & des variables
centrées et réduites on en déduit

2

T2B (XiplZi) 4 T20(2,0) = B (Z0)

et on en déduit

1 n 2

B (Zupl2) ~ 3 3B (0(200) = 7= 3B (XiolZ) ~ XoplZni) = S22 -

i=1
Par inégalité triangulaire et croissance de ’espérance, la question précédente fournit

E (Z, ffZE

et, en remarquant 0 < | X?| < MX? et en utilisant que les variables sont réduites, il vient

< g (Il +11) E (1)

B(Z, —fZE 20| < 3 Ul + 17110

Puisque ¢’ est de classe C!, on peut appliquer I'inégalité de LAGRANGE dite des accroissements finis

et il vient
1Xi|

v "l

et donc, en faisant la moyenne de ces n inégalités, par inégalité triangulaire,
I Cy
E(Y'(Z,))— =) E((Z <
@@ - LB )| <

Or, par inégalité de CAUCHY-SCHWARZ ou positivité de la variance, puisqu’on a affaire a des variables
bornées, donc ayant des moments de tous ordres, centrées et réduites :

19" (Zn) — ' (Zn)] <

(1flloe +11F 1) Yo B (XD

E(IX))’ <B(1X]") =B(X?) =1 puis 0<E(X;]) <1

n

E(¢(Z) = 5 > B¢ (Z01))

I1 en découle §

(Hfll + 11 1)-

RS
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5)

On écrit, par linéarité de 1’espérance,

n

E(¢/(Z0) = Z(Z0) = B(#(Z0) = = Y B¢ (Zni)) — B(Zag(Z0) + = Y B (¢ (Z)

n-
i=1

et alors, d’apres la définition de (f) et les résultats des questions 1, 3 et 4, il vient

+oo 1
B - [ weward < EE g,

Soit a un réel, n un entier naturel et b un réel strictement positif. Supposons données g, une fonction
de classe C! sur R, bornée et & dérivée bornée sur R, égale & 1 sur ]—oo; al, nulle sur [a + b; +-o0[ et
vérifiant 0 < g4 < 1 sur R. On pose, pour = réel, g_(x) = g, (x + b). Alors g_ est de classe C! sur R
etona [[g—|l =llg+llo =1 et [|g" ’OO = HgﬁrHoo < +00. De plus, par construction

0<g-< ]l]foo;a[ <gy <1

et g— = g4+ en dehors d’un intervalle de Ja — b; a + b[. Par croissance de 'espérance, positivité de G et
croissance de l'intégrale, on a alors

a

E(-(Z)<P(Z <)) <B@i(Z) o [ g6z

— 00

Gla)dr < [ 4.6,
R

Pintégrabilité de g_G et g4 G résultant de leur continuité et du fait qu’en l'infini elles sont dans O (G).
Comme, par inégalité de la moyenne,

[ (o =96 <161, [ (0 ~9) <210l
R R
puisque 0 < g4 — g— < 1 et puisque le support de g4 — g_ est de longueur inférieure a 2b, et comme,
d’apres la question précédente,
Cy (14 5M)
B0 (z) - [ 06 < 2 1)
| [ = (gL

il vient, en utilisant [|g+||,, <1 et la convexité de la valeur absolue,

Cy(1+3M

‘P(Zn <a) —/_oo G(x) da| < 2b]|G]l . + ﬁ) (Lo l0) -

. 1
L’expression précédente donne au mieux une majoration en ab + f-——= puisqu’on a

by/n
a-+b
1= [ gi@de<bla,

Par inégalité arithmético-géométrique, le minimum sera obtenu pour b de I’ordre de n='/4. On choisit
donc b =n~1%.Si de plus on dispose de A tel que Hg'+Hoo < An'/4, il viendra

’P (Zn < a)— /_; Glz) da

1
< L/ (2 1G]l + C2 (1 + 2M> (n_1/4 + A)) < Cyn~ M/

2
en posant C3 = /= + Cs (1 + 3 M) (A +1). I ne reste donc plus qu’a construire g, pour conclure.
™

Pour cela il suffit, d’apres le théoréme de la limite de la dérivée de construire une fonction h de classe
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A
C* sur [a;a+ b] vérifiant h(a) = 1 et h/(a) = h(a+b) = h'(a+b) =0,0 < h < let b, < 3

avec b = n~'/*. On peut prendre h polynomiale et, par interpolation de HERMITE ou par formule

1
explicite, on peut prendre la fonction polynomiale associée a b—s(X —a—0)*(2X — 2a + b). Comme sa

6
dérivée est un trinéme du second degré nul en a et a+ b, de coefficient dominant 3 elle est donnée par
6
b
3
peut prendre A = 3 Enfin comme sa dérivée s’annule en a et a + b, elle n’atteint pas de maximum ni

b 3
—a —a —b) et le maximum de sur |a;a + b| est atteint en a + —. vaut — et donc on
(X WX b) et 1 i de |1/| [ b] i 5 Iy % d

de minimum dans ]a; a + b[. Ceux-ci sont atteints d’apres le théoréeme de WEIERSTRASS sur [a; a + b
et le sont donc en a et a + b ou h vaut respectivement 1 et 0. On en déduit 0 < h < 1 et ceci acheve la

a
construction de g;. On peut donc conclure ’P (Z, < a)— / G(z)dz| < Cyn~ V4,
PARTIE IV
1) a. On écrit
HM - X;) t(M + X;)
o= UM+ =M

ce qui fait apparaitre tX; comme combinaison convexe de —tM et tM puisqu'on a |X;| < M, t >0
et t(M — X;) +t(M + X;) = 2tM. Par convexité de ’exponentielle il vient

tX; 7 tM 7 tM tM tM tM —tM
(& <7M€ +7t (& —*(6 +€ )+*(€ — € )/‘(l

et donc par linéarité et croissance de l’espérance, et puisqu’on a affaire a des variables centrées

E (etXi) < % (etM _’_eftM).

b. La fonction th est concave sur R4, par exemple parce que sa dérivée (a savoir 1/ ch2) est décroissante
sur Ry et donc sous sa tangente en 0 : pour tout x dans Ry, on a th(z) < z. Par croissance de
Iintégrale il vient

M g tM M 2 /2
In(ch(tM)) :/0 () dz :/o th(z) dz g/o rdr = t 5

l(etM _|_eftM) < e%tzMz
3 < .

Remarque : un autre argument, moins élégant, utilise le développement en série entiére des fonctions consi-

d’ot1, par croissance de l’exponentielle,

dérées. On a, pour t réel

et IRt 1 R
ht)=21¢ N~ 4L oNT ol =
ch(®) 2 22_:071! * 22_:0( ) 2_;) (2n)!

et donc, puisqu’on a affaire a des quantités positives et que le produit des entiers de 1 a 2n est supérieur a
celui des entiers pairs compris entre les mémes bornes,

+oo 2n
t 2/9
Ch(t)gg ert/.
n=0
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2)

La fonction x — exp(tz) est croissante et strictement positive sur R. II découle alors de I'inégalité de

MARKOV
1 < L\ )
P(-SX;>6]< *téE( 52 Xt) .
(n; = > s € (& 1

Par indépendance des (X;), le lemme des coalitions et la question précédente donnent

LY X Tetx ) - T £Xi M2 /)"
B (o XX E<Hx> T8 () < (-17)
P (rngL;Xl Zd) < exp (—];{jt (iZg—t))

et donc par inégalité arithmético-géométrique, ou en minimisant le membre de droite en prenant

1 & 2 1o 2 g2
t=nd/M2 |P|=) X;,>68]| <end/2M°
it o (132x20) <

=1

Il vient donc

Le résultat précédent peut se récrire P (Z,, > §/n) < e~ (OVm)?/2M? 1 encore P (Zp > a) < e‘“z/QMz,

a

tandis que celui de la question I11.6 donne ‘P (Zp < a)— / G(z)dx

—0o0

< C’g,rfl/4 ou encore

+oo
’P (Zp > a)— G(z)dz

a

S anfl/‘l .

Remarquons qu'on a G’ = —zG et donc (—G/z) = G(1 + 1/2?). Par intégration entre a et +oo, il
vient par inégalité de la moyenne,

1 [too +oo e—a’/2
G(x) dx‘ < G(z)dz et donc G(z)dx ~ .
a” Ja a 2ma

[

a a

Pour a = §/n avec § fixé, on obtient P (Z,, > §/n) = O (n‘1/4), ce qui est nettement moins bon que
I'inégalité précédente, mais cette derniére ne permet pas de calculer la limite en loi de Z,.

Pour a = \/; In(n) —In(In(n)) — In(x) et § = a/+/n, on a a ~ %ln(n) et @ ~n4 On en
a

déduit P (Z,, > 6/n) = O (n_1/4) =0 (e_az/Q/a> et donc si M < 1 alors la majoration de la question
précédente est meilleure que celle de la partie précédente et sinon c’est le contraire :

1
pour a = \/2 In(n) — In(In(n)) — In(7), la majoration de 2 est meilleure que celle déduite de I11.6

si et seulement si M < 1.

Remarque : la comparaison entre les deux résultats n’a pas tellement de sens d’une part parce qu’on n’est pas
obligé de prendre a dépendant de m, mi proportionnel a \/nd, ce qui complique nettement l’analyse, ensuite
parce que dans un cas on obtient un équivalent et dans l’autre une majoration, ce qui ne peut pas donner de
renseignement sur la limite, mais juste sur la vitesse de convergence.

4) a. D’apres la formule de TAYLOR-LAPLACE (avec reste normalisé par homotopie), on a donc, pour z

1
réel, f(z) = / (I—=w)e"* du. On a, pour u dans [0; 1], 0 < 1 —u et, par croissance de ’exponentielle,
0

eXi < "M 1] en résulte par croissance de 'intégrale ‘ FX;) < f(tM). ‘

10
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b. On en déduit, par positivité de X2, et < 1+ tX; + t2X2f(tM) (y compris si tX; = 0) et donc
par linéarité et croissance de l'espérance et puisqu’on a affaire a des variables centrées réduites,
E (¢"X) <1+ ¢2f(tM). Par convexité de Iexponentielle on en déduit | E (e/X7) < exp (£2f(tM)).

Le calcul déja effectué en question 2 via I'inégalité de MARKOV, et en utilisant I'inégalité précédente,

donne
1 « 2
Pl= X, >6| < —t6 t°f(tM/n)/n
(Z > )_e .
Or on a
CfEM/n) gy tM tM?5 n tM M
—th+ - (L P =—— (14 =1+ M) — M/"
80+ n a2 \© n n M2 +n(+6)e

et le terme dans la derniére parenthése est maximal pour et™/™ =1+ M§. Comme 1+ M4 > 1 on
n
a s In(1 4+ Md) > 0 et pour ¢ égal & cette quantité il vient

ftM/n)  n __n
16+ = = — s (In(1 4 M) (1 + M) — M6) = — -5 ®(Mo)
1« 2
Pl= X, > < o~ n®(Md)/M .
et donc <n 1221 i Z 5) e

11



