PREMIERE COMPOSITION DE MATHEMATIQUES
E.N.S. LyoN — MP

Dans tout le probleme, p désigne un nombre entier premier et F, le corps Z/pZ des entiers modulo p.

On propose ici une étude des polynoémes irréductibles modulo p, c’est-a-dire a coefficients dans F,,.

On montre, en particulier, que pour tout nombre premier p et tout nombre entier n, il existe un polynéme
irréductible unitaire sur F,, de degré n sans qu’on sache fournir explicitement un tel polynéme. On étudie
également une formule d’inversion de MOBIUS qui permet de dénombrer I’ensemble de ces polynoémes.

PARTIE I : Calculs en caractéristique p

.1) Montrer qu'on a <p> =0 (mod p) pour 0 < i < p, ou (p) désigne le coefficient binomial, coefficient
i i
de X* dans le développement du bindme (X + 1)P.

.2) Soit K un corps commutatif contenant le corps F), ; déduire de la question précédente qu’on a (z+y)? =
2P +yP pour x, y dans K puis qu’on a, pour tout polynéme R d coefficients dans F,, ainsi que pour x
dans K et n dans N, R (22") = R(z)?".

PARTIE II : L’anneau quotient k[X]/(Q)

Dans cette partie, k désigne un corps commutatif quelconque, @ un polynéme a coefficients dans k, de degré
supérieur ou égal a 1, et (Q) 'idéal de k[X] engendré par Q.

On définit une relation d’équivalence % sur k[X] par R % Sjéf R—S € (Q); on note A I'ensemble k[X]/(Q)
des classes d’équivalence modulo Z et, pour R dans k[X], R la classe de R dans A.

1) a) Vérifier (rapidement) que les lois suivantes sont bien définies et conférent & A une structure
d’algebre sur k, commutative et unitaire :

R+S=R+5; RxS8=RxS8; AR=AR (R, Sck[X], \ek).

Vérifier également que Papplication de k dans A donnée par A — X est un morphisme injectif qui
permet d’identifier le corps k & un sous-anneau de A.

b) Montrer que tout élément de A s’écrit R(X) olt R est un polynéme d coefficients dans k.

c¢) Expliciter une base de A en tant qu’espace vectoriel sur k; quelle est la dimension de cet espace
vectoriel 7

.2) a) Caractériser les éléments R dans k[X] tels que R soit inversible dans A.

b) En déduire une condition nécessaire et suffisante, portant sur le polynéme @, pour que k[X]/(Q)
soit un corps. A titre d’exemple, quels sont les corps parmi Fo[X]/ (X% 4+ X + 1), F11[X]/ (X% + 1),
Fi3[X]/ (X?+1)7

PARTIE III : Les facteurs irréductibles de X?" — X

Dans cette partie, @ désigne un polynéme irréductible de F,[X] de degré d; on note K le corps F,,[X]/(Q)
et X la classe de X dans ce quotient.

.1) Quel est 'ordre du groupe multiplicatif K* = K \ {0} ? En déduire Yy € K*, y”dil =1.

n

.2) On suppose, dans cette question que d divise n; déduire de la question précédente qu'on a X’ =X
puis que Q divise X?" — X.

.3) On suppose, dans cette question, que Q divise X?" — X.
a) Montrer X° = X puis qu'on a Vy € K, y?" = .

b) Soit 7 le reste dans la division euclidienne de n par d; montrer Yy € K*, y? ~! = 1.



¢) En déduire que le polynoéme YP" =1 — 1 est le polynéme nul puis que d divise n.

.4) Montrer que le polynéme XP" — X est sans facteur carré puis quon a XX = H H Q, Kg
d|n QeKY
désignant 1’ensemble des polynémes irréductibles unitaires de degré d sur F,,.

PARTIE IV : Dénombrement des polynomes irréductibles

On désigne, dans cette partie par I;’ le nombre de polyndmes irréductibles unitaires de degré n sur Fp.

.1) En utilisant le résultat de la question III.4., montrer :  (*) p" = Z dI;l.
d|n

.2) Déduire de la question précédente qu'on a p? > dlg, puis qu’on a I}y > 1, autrement dit qu’il existe au
moins un polynéme irréductible modulo p en tout degré.

.3) Donner les valeurs de I; et de I} pour n premier. Montrer que la formule (*) ci-dessus permet de
calculer [} par une formule récurrente en n.

.4) On désire, dans cette question, retrouver directement la valeur de Ig puis « expliciter » les Ig trindmes
unitaires irréductibles sur F,,.
a) Donner un argument autre que celui fourni par la relation (*) permettant de calculer I g. Expliciter
les I7 polynémes unitaires irréductibles sur Fa.
On suppose maintenant p # 2.

b) Montrer que I'ensemble des carrés de F} est un sous-groupe de F} contenant exactement (p—1)/2
¢éléments.

¢) En déduire la forme des I? trindmes unitaires irréductibles de F,[X] puis de nouveau la valeur
de I2.
P

A titre d’exemple, on explicitera les I2 trinémes unitaires irréductibles de F5[X].
PARTIE V : La formule d’inversion de Mdbius

Soit une relation entre deux fonctions f et g de N* dans C  (**) Vn € N*, f(n) = Zg(d).
d|n
On désire exprimer g en fonction de f. Ce résultat sera appliqué au calcul de 1.
On désigne par § ’ensemble de toutes les fonctions de N* dans C, muni de ’addition ordinaire des fonctions
et du produit arithmétique défini par :

VneN*, (fxh)(n) =Y f(d)h (g) .
d|n

.1) Vérifier que § est un anneau commutatif et unitaire; quel est son élément unité, que ’on notera y ?
.2) Soit f dans §. Montrer que f est inversible dans § si et seulement si f(1) # 0.
.3) On définit la fonction p de Mébius par :

n(l) =1
w(pip2 - pr) = (—1)’C si p1, P2, ..., Pk sont des nombres premiers distincts
uin) = sinon (c’est-a-dire si n est divisible par un carré).

et par csty la fonction de N* dans C constamment égale a 1.

a) Calculer p * csty.



b) Soient f et g dans §, liées par une relation (**); déduire de ce qui précéde qu’'on peut exprimer
g en fonction de f par :
n
g(n) =Y u@df (5) -
d|n

.4) En déduire une formule exprimant IZ.
PARTIE VI : De nombreux polynémes ... mais un seul corps

Dans cette partie, on fixe un nombre entier n et on s’intéresse aux corps commutatifs & p"” éléments; on
souhaite démontrer que deux tels corps sont isomorphes.

.1) Montrer lexistence d’un corps commutatif ayant p" éléments et préciser sa construction.
On désigne maintenant par K’ un (autre) corps commutatif « abstrait » & p™ éléments.

.2) a) En utilisant le noyau de 'application de Z — K’ qui & m dans Z associe m x 1 (1 est ’élément
unité de K’), montrer I’existence d’un entier premier g tel que qy = 0 pour tout y dans K’.

b) Montrer p = q.

c¢) En déduire 'existence et l'unicité d’un isomorphisme de corps ¢ du corps F,, sur un sous-corps
o(Fp) de K'.
Si @ est un polynome a coefficients dans F,, donné par @ = >, \;X*, on note Q7 le polyndme
> 0(Xi) X" a coefficients dans o(F,,), donc dans K'.

.3) Soit y dans K’; vérifier que P'application eval, de F,[X] dans K’ définie par :

eval, (Q) = Q7(y), Q € Fp[X],

est un morphisme d’anneaux.

4) On fixe un polynéme P dans F,[X] irréductible de degré n auquel on associe le corps « concret »
K =F,[X]/(P); montrer que le polynéme P? admet une racine dans K'.

.5) En déduire l'existence d’un isomorphisme du corps K sur le corps K'.
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PARTIE 1 : Calculs en caractéristique p

-1 -1
.1) Pour ¢ entier compris entre 1 et p— 1, on a (p> = p( 1>. Par suite p<_ 1) = z(p> et p divise
i i \i— i— i

p divise (p) .
i

.2) Puisque K contient F,,, le morphisme canonique de Z dans K admet pZ comme noyau et donc, pour i

z(p) Etant premier, p est premier avec 7 puisque 1 < i < p, et donc, d’aprés le théoréme de Gauss,
i

entier compris entre 1 et p — 1, <p est dans le noyau de ce morphisme. Autrement dit, en identifiant
i

les entiers avec leur image dans K, (p) est nul dans K.
i

D’apres la formule du binéme de Newton, on a, pour = et y dans K

p—1
(@+y) =2+ (Z;)xiy”_i +yf =aP +yf
i=1

Une récurrence immédiate sur k dans N montre

k

k p
Y(zo, - ,xp) € KM, <sz> :fo
i=0

=0

et une seconde récurrence, sur n dans N, permet d’obtenir

k Ptk
vneNav(an"'vxk)eKkJrl’ <le> :fo
=0 =0

Soit maintenant R dans F,[X], avec R = Z a; X", Pour 2 dans K, il vient :

1=0
n k: . pn k . n k n . n k n n 7’
(M@Vz(th> = Y@’y = > (@) @y =Y (@) ()
=0 =0 1=0 i=0

Or, d’apres le petit théoréeme de Fermat®, pour A dans F, on a \? = X et donc par récurrence sur n
dans N, \?" = \. Il s’ensuit

mmwzi%@ﬂLR@m_

=0

a. C’est hors-programme et il faut donc en donner la démonstration. Elle se fait rapidement par récurrence en utilisant que
z +— zP est un morphisme additif : Vk € N, kP = k (mod p).
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1)

a)

PARTIE II : L’anneau quotient k[X]/(Q)
Soit R, S, T et U dans A et A\ dans k. Les écritures
(R+S8)—(T+U)=(R-T)+(S-U), RS-TU =(R-T)S+(S-U)T, \R—XT=XR-T)

montrent que si R—T et S—U sont dans (Q), alors il en est de méme de (R+S5)—(T+U), de RS —
TU et de AR— AT puisque (Q) est stable par addition, par multiplication par un élément de k[X] et

donc aussi, a fortiori, par un élément de k. Ceci prouve que ‘ les trois lois sont bien définies sur A. ‘

Comme k[X] est une k-algebre associative, commutative et unitaire, 'application surjective ¢ de
k[X] dans A définie par ¢(R) = R permet de définir une structure de méme nature sur A par
transport de structure. En effet, on a, pour (z,y) dans A% et \ dans k

r+y=p @) +e ) rxy=9E (@) xe Hy); Az = H(2))

et la structure d’algébre (associative, commutative et unitaire) sur A est une conséquence de celle

sur k[X] : ‘A est une k-algebre associative, commutative et unitaire. ‘

La restriction de ¢ a k est également un morphisme d’algebre. Le noyau de cette restriction
est Pintersection de Ker(y) avec k, i.e. (@) N k. Or tout polyndme non nul de (@) est de degré
supérieur a celui de @, donc a 1. Il en résulte Ker () = {0} et donc

‘go‘k est un morphisme injectif d’algebres et on a k = ¢(k).

Soit o dans A et soit alors R dans k[X] tel que & = R. On peut écrire R = " a;, X", pour n
dans N et (a;)o<i<n € k"7, Comme k C A et R € k[X], on peut voir R comme un polyndme
dans A[X] et il vient

o= En:aiXi = zn:mz zn:aiyi = R(X),
i=0 i=0 i=0

puisque a; = a;.

s 142 . g —d—1
Une base de A considéré comme k-espace vectoriel est B avec | B = (1, X,..., X ), avec d =

deg(Q@). En effet :

— Soit o dans A et R dans k[X] tel que @ = R. On écrit la division euclidienne de R par Q
sous la forme R = BQ + Ry et alors BQ € (Q), de sorte qu'on a R — Ry € (Q) et donc
a=R=R; = Ri(X). Comme R; est de degré strictement inférieur a deg(Q), il en résulte
que « est combinaison linéaire d’éléments de B.

d—1 d-1
— Soit maintenant (a;)o<i<q—1 dans k? tel que Z a; X =0.En posant R = ZaiXi, il vient
i=0 i=0

R =0, soit R € (Q), i.e. Q divise R. Or deg(R) < deg(Q) et donc R = 0; autrement dit
a; = 0 pour tout ¢ dans [0;d — 1], i.e. B est libre.

En particulier ‘ dim(A4) = deg(Q). ‘

Soit R dans k[X] et « = R. Alors « est inversible dans A si et seulement s'il existe 3 dans A tel
que a3 = 1, ou encore §'il existe S dans k[X] tel que RS =T, i.e. RS — 1 est un multiple de Q.
Cette derniére propriété est équivalente a existence d'un B dans k[X] tel que RS —1 = @B, i.e.
RS —Q@B=1.

D’apres le théoreme de Bézout, il en résulte que

R est inversible dans A si et seulement si R est premier a Q.
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b) 1l résulte de ce qui précéde que A est un corps si et seulement si, pour tout R tel que R # 0, R
est premier & @Q, i.e. pour tout polynéme de k[X], soit c¢’est un multiple de @, soit il est premier

a Q. Autrement dit ‘A est un corps si et seulement si ) est irréductible. ‘

On remarque par ailleurs qu’un polynome () de degré 2 est irréductible si et seulement s’il n’admet
pas de diviseur de degré 1, i.e. si et seulement s’il n’admet pas de racine.

— Sik=Foet Q=X?+X+1,0onaQ(0)=0Q(1) =1 et donc Q n’a pas de racine dans Fy. Il
est donc irréductible et | Fo/ (X2 + X + 1) est un corps.

— Sik =TFj et Q= X241, Q est irréductible si et seulement si —1 n’est pas un carré
dans F1;. Or en élevant 0, £1, ..., £5 au carré, on obtient que les carrés dans F; sont 0,
1, 4, 9, 5 et 3. Comme ils sont tous distincts de —1 modulo 11, @ est irréductible et donc

Fi1[X]/ (X% + 1) est un corps.

— Sik=FpzetQ=X?+1,0onaQ = (X —5)(X+5) et donc Q n’est pas irréductible. Il en
résulte que | F13[X]/ (X2 + 1) n’est pas un corps.

PARTIE III : Les facteurs irréductibles de X?" — X

.1) D’apres II.1.c, le corps K est un F,-espace vectoriel de dimension d et est donc isomorphe & (Fp)d. 1l
en résulte Card(K) = p? et Card(K*) =p? — 1 : ’le groupe multiplicatif K* est d’ordre p? — 1. ‘

D’apres le théoréeme de Lagrange®, on a donc ypd_l = 1 pour tout y de K*.

.2) Comme d divise n, p? — 1 divise p™ — 1. Or, pour tout y de K* on a y”dil = 1 et donc on a aussi

y?" ~1 =1 et, a fortiori, y?" = y. Comme cette derniére égalité est encore vraie pour y = 0, on a donc

n

yP" =y pour tout élément de K. En particulier pour y = X, on a X" =X\
Autrement dit R =0, si R = X?" — X, et donc ‘ Q divise X?" — X. ‘

n

3) a) Ona R=0,en posant R = X?" — X, soit | X' =X.
Soit maintenant y dans K. Il existe donc P dans F), [X] tel que y = P=P (Y) 11 vient

= P (an) (d’apres 1.2)

n

= P(X) (car X" =X)

>

Donc ’Vy cK, y*" =y.

b) Posons n = dg + r la division euclidienne de n par d. On a

pre1=ptT 1= (pM 1) 4" 1

n p" (s
Donc, pour y € K*, on a y? ~! = (y”dq_1> yP ~1. Or, d’apres II1.2, puisque d divise dg,

=1

b. Encore un théoréme hors-programme, qu’il faut donc démontrer. On le fait en considérant les classes pour la relation
2Ry = xy~ ! € H avec H un sous-groupe de G. Toutes les classes ont un cardinal égal & |H| et donc |G| est un multiple de |H|.
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4)

Or, d’apres IT1.3.a, pour y € K* on a y?" = y et donc, par intégrité, y?" —' = 1. Par suite il vient :

r

1= ypn_l _ (ypdq_l)p ypr_l _ 1prypr_1 _ ypr_l

pour tout y de K*, i.e. ’Vy eK* g ~1=1. ‘

¢) Soit YP' =1 —1 dans K[Y]. Son degré est égal & p” — 1 sauf si 7 = 0 auquel cas A c’est le polynéme
nul. Or tout K* est racine de ce polynoéme, ce qui lui confere p? — 1 racines. Comme p%—1 > p" —1,
c’est le polyndéme nul. Par suite » = 0 et d divise n.

Le polynéme Y? =1 — 1 est le polynéme nul de K[Y] et d divise n.

Supposons que le polynéme P de F,[X] donné par P = XP" — X posséde un facteur carré. Soit
alors @ irréductible dans F,[X] tel que @? divise P. On peut écrire P = Q?R avec R € F, [X]. Il
vient alors P’ = 2QQ'R + Q*R’ et donc Q divise P’. Mais on a P’ = p"X?"~? —T = —T et donc
Q divise —1. Ceci est une contradiction puisque @ est irréductible et donc de degré supérieur a 1.

‘X P" _ 1 est sans facteur carré. ‘

Les questions précédentes montrent que les facteurs irréductibles de X?" — 1 sont de degré un diviseur
de n et réciproquement puisque ce sont des diviseurs de X?" — 1. Par suite, puisque ¢’est un polynéme

unitaire, on a | X?" — X = H H Q.

dln QeK¢

PARTIE IV : Dénombrement des polynémes irréductibles

Puisque n > 1, on a p"” > 1 et donc le degré de XP" — X est p™. La formule établie en IIT.4 donne
directement, en égalant les degrés :

pr=) > deg(@Q =) > d,

dln QeKd dln QeKd

ie. |p" = Zdll‘)i.

d|n
Soit d dans N*, on a donc | p? = Z 5]3 > dlg puisque c’est une somme a termes positifs. Mézalor on
5d
a
n—1 pn 1
pt=Y dll <nlp+ Y p'<nly+ ) pt=nly+ — <l +pt -1
d|n d|n d=0 p
d#n

et donc nIT’} > 1. Il s’ensuit I;‘ > 0 et donc I;} > 1.

‘ Il y a au moins un polyndme irréductible unitaire de degré n dans F,[X] et ce pour tout n € N*.

Tout polynéme ) unitaire de degré 1, i.e. du type @ = X — @ avec a € F), étant irréductible, on a
Ip} = Card(F,) = p.

Si n est premier, ses seuls diviseurs sont 1 et n et la formule établie en IV.1 donne p™ = I; +nly, ie.

pt—p
I = .
p n

Remarque : ce nombre est entier d’apres le (petit) théoréme de Fermat.
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Par ailleurs la formule du IV.1 permet de calculer I; car elle donne p = I;. Et elle permet, les Ig étant
connus pour d € [1;n — 1] de calculer I}, i.e.

la formule (*) permet de calculer I} par récurrence forte sur n.

4) a)

Un trinéme du second degré est irréductible si et seulement s’il n’admet par de racine. Les po-
lynémes réductibles du second degré sont soit & racines distinctes, soit avec une (seule) racine
double. On dénombre donc :

— L’ensemble des trindmes unitaires du second degré de F,[X], i.e. de la forme Q = X?+aX +b,
est en bijection avec F x F, donc est de cardinal p?.

— L’ensemble des trindmes unitaires du second degré ayant une racine double, i.e. de la forme
Q=(X- 6)2, est en bijection avec F, donc est de cardinal p.

— L’ensemble des trinémes unitaires du second degré ayant deux racines simples, i.e. de la
forme @ = (X — @) (X — B) avec @ # B, est en bijection avec les classes d’équivalence de
F, x F,, privé de sa diagonale, pour la relation d’équivalence R définie par (z,y)R(z,y’) =

pp—1)
5

Puisque, joint aux deux précédents, K} forme une partition du premier ensemble, on a

(z,y) = (@',y") V (z,y) = (v, 2")). Il est donc de cardinal (p? — p)/2, i.e.

-1) plp-1)
I2—p2_p_ p(p _ .
p =P p B) B)

Pour p = 2, le cas d’une racine double fournit (X +1)2, i.e. X2 +1, et X2. Le cas de deux racines
simples fournit X (X + 1), i.e. X2 + X. Et donc
le seul trindbme du second degré unitaire irréductible est I'unique trin6me non encore écrit, i.e.
X2+ X +1.
Remarque : c’est aussi une conséquence de IV.3 qui assure Ig = 1 et de I1.2.b qui assure que
X2+ X +1 est irréductible dans Fo[X].

. Comme F

On note C(F5) I'ensemble des carrés d’éléments de F » est un groupe multiplicatif
commutatif, 'application ¢ : Fy — F}, définie par p(z) = 22 est un morphisme de groupes

* *

d’image C(F;) et de noyau {T, —T}. En particulier C(F;) est un groupe puisque c’est I'image d’un
groupe par un morphisme de groupes. Comme p > 2, Ker(yp) posséde exactement deux éléments.
Le théoreme de factorisation canonique, ou encore le théoreme de Lagrange, donne

p — 1 = Card(G) = Card(Im(yp)) Card(Ker(p))

-1
et donc | Card (C (F;)) = pT
Soit T un trindome du second degré unitaire arbitraire de F,,[X], avec T = X2+ aX + f et a et 3
dans F,,. On 'écrit sous forme canonique : puisque p # 2, 2 est inversible et on pose u son inverse,

et il vient

T = (X +ua)’ —u? (a® - 48) .

Posons © = —ua et y = u?(a? — 4f3), de sorte qu’on a
T=(X—-2)?2~-y.
Remarquons que, réciproquement, si x et y sont dans F,, on a

(X —z2)—y=X>+aX+p
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1)

pour a = —2z et B = 22 — y. On a donc une bijection entre ’ensemble des trindmes du second
degré unitaires de F,[X] et F2 donné par T — (z,y). De plus un tel trinme admet une racine si
et seulement si 'équation (X — )2 = y admet une solution, i.e. si et seulement si y est un carré.
Dans ce cas, la racine est double si et seulement si y est nul.

Les trinémes du second degré unitaires irréductibles dans F,[X] sont les trinémes de la forme
(X —z)? — y avec y qui n’est pas un carré dans F,,.

-1
Il en résulte que K7 est en bijection avec Fy, x (Fy \ C(F})) et donc | I2 = pp?.

On a C(F%) = {1, 1) et donc les dix trindmes du second degré unitaires irréductibles de F5[X]
sont de la forme (X — x)? 4+ 2 pour = dans Fj, i.e.

K2 est constitué de X? —2 et X?+2, X2 -2X —Tet X2-2X -2, X2+ X +2et X2+ X +1,
X? - X+4+2et X2 - X +1,X?24+2X —Tet X242X 2.

PARTIE V : La formule d’inversion de Mobius

Puisque CN est un groupe commutatif pour Paddition, il en va de méme pour §. De plus la loi * est
une loi interne par définition méme.
Soit f et h dans §, on a

VneN*, (fxh)(n)= Y f(d)h(ds)

1<dq,do<n
d1d2=n

de sorte que la loi * est manifestement commutative puisque f et h jouent le méme role et x est
distributive par rapport a ’addition puisque la multiplication 1’est dans C.

Par ailleurs la fonction x égale a 1 en 1 et nulle sur les autres entiers vérifie f x x = x x f = f et est
donc un élément neutre pour *.

Enfin, pour g dans §, on a

VneN*, (fxg)xh(n)= > f(di)g(d2)h(ds)

dl d2d3 =n

et donc * est associative puisque la multiplication ’est dans C.

Finalement ‘%’ est un anneau commutatif. ‘

Si f est inversible, notons h son inverse. On a alors fx h(1) = f(1)h(1) = x(1) = 1 et donc f(1) # 0.

Réciproquement, si f(1) # 0, on définit h par récurrence forte. On pose h(1) = 1/f(1) et, pour n dans
N supérieur & 2, si h est défini sur [1;7 — 1], on pose

h(n) = % S s (g) h(d) .

d|n

d#n

On définit ainsi une fonction de N* dans C. De plus on a f x k(1) = f(1)h(1) = 1 et, pour n entier
supérieur & 2, f x h(n) = 0 par construction de h(n). Donc f % h = x et, par commutativité, hx f = ¥,
i.e. f est inversible d’inverse h.

La fonction f est inversible dans § si et seulement si f(1) # 0.
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3) On a p*csti(1) = p(1)esty (1) = 1. Soit maintenant n un entier supérieur a 2 et n = pi"*p5? ... pe*

décomposition primaire. On a

sa

> u(d)

d|n

= Y Y w(eel )

0<p1<a 0<Br<ay

= Z Z u(pllpgz...pg’“)

0<p1<1  0<Br<1

= 2 n(ll»

JC[1;k] jeJ

_ Z (71)Card(J)

JC[1;k]

- 5@

=0 M

(1 *csty) (n)

= (1-1)" par la formule du binéme de Newton
0.

4) Ona f=g*csty et done f*p=gx(cstyxpu) =gxx=g. Et donc g = f+xu = p* f. En particulier,

pour n dans N*, | g(n) = Zu(d)f (%)
d|n

.5) On applique ce qui précede pour f lapplication n ~— p" et g P'application n + nl}. On a bien
f = gxcsty d’apres IV.1. Donc, d’apres la formule d’inversion de Mobius,

d
on a, pour tout n dans N*, nl} = E u(d)p”/d, ie I) = E Mp”/”l.
n
d|n d|n

Pour n = 1 on retrouve bien I; = 1 (1) p* = p. Pour n entier supérieur a 2 de décomposition primaire

-1 Card(J) )
n=py'py’...ppf,ona: |} = Z 7( )n p/HjerJ,
JC[1;k]

PARTIE VI : De nombreux polyndémes ... mais un seul corps

.1) D’apres IV.2, il existe au moins un polynéme unitaire P irréductible modulo p de degré n. Si P est
un tel polyndme, d’apreés I1.2.b, F,[X]/ (P) est un corps commutatif et son cardinal est p", d’apres la
question III.1.

.2) a) Soit ¢ : Z — K’ l'application définie par p(m) = m.1, l'itéré additif d’ordre m de l'unité 1 de

K'’. Alors ¢ est un morphisme d’anneaux et il n’est pas injectif puisque Z est infini alors que K’
est fini. Son noyau est donc un idéal non nul de Z, i.e. ¢’est ¢Z pour un certain entier ¢ dans N*.
Comme K’ est un corps, q en est la caractéristique et est donc premier.

Par définition de ¢, m.1 = 0 pour tout m dans ¢Z et donc, pour y dans K, on a my = (ml)y =

Oy = 0. D’ou : | il existe ¢ dans N*, premier, tel que qy = 0 pour tout y dans K'.
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3)

4)

5)

b) L’image de Z par le morphisme précédent est un sous-corps de K’ isomorphe & F; et donc K’
a une structure canonique d’espace vectoriel sur F,. Il est donc linéairement isomorphe a F’qC
pour un certain entier k et alors Card(K’) = ¢*. Comme p et ¢ sont premiers, par unicité de la
décomposition en facteurs premiers, il vient £ = n et

c) D’apres le théoreme de factorisation canonique il existe un unique morphisme o : F, — K’ qui

]
Z — K
factorise le diagramme N
F,
En tant que morphisme de corps, o est injectif et réalise donc un isomorphisme du corps F, sur
le sous-corps o (F,) de K'.
L’application ¢ étant un morphisme de corps d F, dans K’, il est injectif et induit un morphisme
d’anneaux injectif ¢ de F,[X] dans K'[X] défini par (Q) = Q°.
Par ailleurs la spécialisation en y est un morphisme de K’-algébres de K'[X] dans K'. Par composition

‘evaly est donc un morphisme d’anneaux de F,[X] dans K’.

D’aprés 1112, P divise XP" — X. Donc P? divise (X?" — X)?, i.e. divise X?" — X dans K'[X].
D’apres IT1.1, mutatis mutandis, tout élément de (K')* est racine de X" — X et donc en fait tous

les éléments de K’ sont racines de ce polynome. Il est donc simplement scindé sur K’. Mais alors P,
étant un diviseur d’un polynoéme simplement scindé, ’est aussi. Comme il est de degré supérieur a 1,

‘ P? admet au moins une racine dans K’. ‘

Soit y une racine de P?. L’application eval, associée a ce choix de y est alors un morphisme d’anneaux
de F,[X] dans K’ dont le noyau est un idéal principal de F,[X]. Comme F,[X] est infini, eval, n’est
pas injective et donc son noyau n’est pas nul. Soit alors M un générateur unitaire de Ker(eval,). Son
degré est supérieur & 1 puisque les polyndmes constants non nuls ne sont pas dans Ker(eval,).

Or eval,(P) = P?(y) = 0 et donc P € (M), i.e. M divise P. Comme P est irréductible et comme M
n’est pas constant et est unitaire, on a M = P. Il en résulte que P'application de F,[X]/ (P) dans K’
est bien définie et est un morphisme injectif d’anneaux et donc de corps. Par cardinalité, c’est donc un
isomorphisme et donc tous les corps commutatifs © sont isomorphe au corps concret K.

1l existe un isomorphisme de corps entre K et K’, i.e. & isomorphisme prés il existe un seul corps
commutatif de cardinal p™ pour p premier et n dans N*.

c. Par ailleurs le théoreme de Wedderburn assure que tout corps fini est commutatif.



