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11 est conseillé aux candidat(e)s de lire le probléme en entier. Les deuxiéme et quatriéme parties peuvent
étre abordées indépendamment des parties précédentes.

Le crible d’Eratosthéne donne un algorithme qui permet de savoir si un entier est premier ou non. Il est par
suite possible d’indexer la suite des nombres premiers p;, i = 1,2,--- :p1 =2, p2 =3, p3 =05, ...

Dans tout le probléme le lettre p est réservée aux nombres premiers. Etant donné un réel z, sa partie entiére
[x] est entier n qui vérifie la double inégalité suivante : [z] =n <z <n+ 1.

Etant donné un réel z, supérieur ou égal a 2, (z > 2), il existe un entier N égal au rang du plus grand
nombre premier py inférieur ou égal & =, py = sup {p|p < z}.

PARTIE 1

Le but de cette partie est de démontrer que la suite des nombres premiers est illimitée et d’étudier la nature

1
de la série de terme général —, i =1,2,---
i

I.1) La suite des nombres premiers est illimitée
Démontrer que la suite des nombres premiers est illimitée en considérant, par exemple, pour n nombres

premiers pi, pa,...,pn donnés, 'entier ) défini a partir de ces n nombres premiers par la relation
n
suivante : Q = pips--ppn+1= Hpi + 1.
i=1
Dans toute la suite n est un entier supérieur ou égal & 2 (n > 2), s un réel donné strictement positif
(s >0).
1.2) Ensemble M,
1\ &
a) Justifier la relation suivante | 1 — — = Z —.
ns — nks

b) Soit a et b deux entiers différents I'un de 'autre, tous les deux supérieurs ou égaux a 2 (a # b, a > 2,
b > 2); démontrer que la série double de terme général u; ;, défini pour ¢ et j entiers naturels par la
1
relation suivante u; ; = prrTer est sommable. Déterminer sa somme S.
’ a
Soit p1, pa, ..., pn les n premiers nombres premiers, M,, I'ensemble des réels obtenus en considérant
tous les produits des réels pi, p3, ..., p; élevés a des exposants «;, 1 < ¢ < n, entiers positifs ou
nuls.
My, = {m|3(a;i)i<i<n € N",m = (p1)°* (p2)*** ... (pn)**"

¢) Démontrer que 'application (aq, g, ..., an) — (p1)%*(p2)°*2 ... (pn)**", de N™ dans M,, est injec-
tive. En déduire qu’il est possible d’indexer les réels m dans I'ordre croissant : I’application i — m;
est strictement croissante de N* sur M,,.
Exemple : écrire la suite des 12 premiers termes de la suite (m;);en+ lorsque le réel s est égal a 1 et
Pentier n égal a 2 puis a 3.

1
Il est admis que la série de terme général v; = —, i € N* est convergente ; sa somme est désignée
my
par le symbole Z m~1. Comme le laisse présager 'alinéa b, le résultat plus général ci-apres est
meM,,
n 1 —1 o] 1
: . o1 _ -1\ L
Vraletadmls.H<1 p$> = Z m —Zmi.
=1 ? meM,, =1

Soit f,, la fonction définie sur la demi-droite ouverte ]0, +oo[ par la relation suivante
n 1 -1
) =1] <1 - ) .
i=1 P

Soit N le rang du plus grand nombre premier inférieur & n (N = sup {i |p; < n}).



1.3)

1.4)

-1
1
d) Démontrer la relation suivante : Z — < H ( p$) .
i=1 ?
Retrouver, en donnant une valeur partlcuhere au réel s, le résultat : la suite des entiers premiers est
illimitée.
Déterminer en supposant le réel s inférieur ou égal a 1 (0 < s < 1), la limite lorsque 'entier n tend
vers 'infini, de expression f,(s) introduite ci-dessus.
n

e) Etablir, lorsque le réel s est strictement supérieur a 1 (s > 1), Pencadrement ci-dessous Z =] <

k=1
N —1 o0
1 ) 1
M) <X
S

i= 1( pi k=1 ke

En déduire, pour s > 1, la limite de l’expression f,(s) introduite ci-dessus lorsque l'entier n tend
vers l'infini.

Il est admis, puisque la suite des nombres premiers est illimitée, qu’a tout réel x supérieur ou égal a
2 (x > 2), peut-étre associé un entier N tel que le réel = soit encadré par les nombres premiers py et
DPN+1 1 PN S T < PN41-

Série de terme général i, i=1,2,...
Déduire des résultats ci—deS;us la nature de la série de terme général v;, i = 1,2,..., défini par la
relation suivante v; = In (1 - 1).
Y23
En déduire la nature de la série de terme général : w; = l_, i =1,2,... Quelle conclusion qualitative

K3
est-il possible d’en tirer sur la répartition des nombres premiers ?
Fonction (

Soit ¢ la fonction limite de la suite f,,. Démontrer que cette fonction, définie d’apres la question (2e)
sur la demi-droite ouverte |1, oo[ par la relation ci-aprés, est continliment dérivable.

N 1 -1 e} 1
¢s) = Jim_ (“w) =25
? k=1

i=1



PARTIE II

Le but de cette partie est d’établir une majoration du produit des nombres entiers premiers inférieurs ou
égaux a un entier donné n et d’encadrer le plus petit commun multiple de tous les entiers inférieurs ou égaux
a cet entiers n.

Soit toujours n un entier supérieur ou égal & 2 (n > 2), N le rang du plus grand nombre premier inférieur
N

ou égal a n, soit P, le produit des nombres premiers inférieurs ou égaux a n : py < n < py+1, P = H Di.
i=1

II.1) Majoration du produit P, des nombres premiers majorés par un entier n
a) Construire un tableau donnant pour les valeurs 2, 3, 4 et 5 de 'entier n les valeurs de N, py, P,
4,
b) Vérifier que, si 'entier n + 1 n’est pas premier, I'inégalité P, < 4" implique 'inégalité P, < 4"F1.
¢) L’entier n+ 1 est premier dans cet alinéa ; justifier I'existence d’un entier m tel que : 2m+1=n-+1.

Démontrer que tout nombre premier p compris entre m+2et n+1 (m+2 <p <n+ 1) divise le

2 1 , 2 1 )
coefficient du binéme < m > Etablir la majoration suivante : ( m > < 4™,
m

En déduire que 'inégalité P, 11 < 4™ implique I'inégalité P, < 4"F1

N

d) En déduire, pour tout entier n > 2, la majoration : P, = Hpi < 4",
i=1

Soit d,, le plus petit commun multiple de tous les entiers 1, 2, 3,..., n.

I1.2) Une expression du ppcm d,
Démontrer que le ppcm d,, est égal au produit des nombres premiers p; inférieurs ou égaux a ’entier
n, élevés a des puissances «; égales aux parties entieres du rapport In(n) sur In(p;); c’est a dire :

ol

N i
PN <N < PN41, dy = Hizlp? , avVeC ay = |:

I1.3) Une minoration du ppcm da;, 41
Etant donné un entier n supérieur ou égal 4 2 (n > 2), soit I, U'intégrale définie par la relation suivante :

1
I, = / 2" (1 —2)" dz.
0

1
a) Démonter la majoration I, < Yol

b) Démonter que le ppcm da, 11 est divisible par tout entier n + k + 1, lorsque 'entier k varie de 0 a
n (0 < k < n). En déduire que le produit do, 111, est un entier en considérant, par exemple, une
expression de I,, obtenue par développement de (1 — ).

Démontrer, a l'aide de la majoration de l'intégrale I,,, une minoration du ppcm day41.-



PARTIE III
Le but de cette partie est d’étudier les deux fonctions 7 et 6 définies ci-dessous pour en déduire un encadre-
ment & Uinfini du réel n(x).
Pour tout réel x supérieur ou égal & 2 (x > 2), w(z) est égal au nombre des nombres premiers inférieurs ou
N
égaux au réel z. py < x < pyi1, T(x) =N = Z 1.
i=1
Pour tout réel = supérieur ou égal & 2 (z > 2), 6(x) est égal & la somme des logarithmes des nombres premiers

N
inférieurs ou égaux au réel z. py <z < py41, 0(x) = z In(p;).
1=1

Plus généralement : étant donné une suite réelle A = (ay)r>1, soit H la fonction définie sur la demi-droite
fermée [1,4o0[, par la relation suivante :

H,(x) est nul sur lintervalle [1,2[, égal pour > 2, & la somme des termes de la suite A dont les rangs
sont inférieurs ou égaux au rang N du plus grand nombre entier premier inférieur ou égal & z : Hy(x) =

0 sil<z <2

N

Zak si2<zet py <z <pn=1
k=1

III.1) Un résultat auxiliaire

Préciser, pour une suite A = (a;);>1 donnée, sur quels intervalles la fonction H4 est continue. Quels
sont ses points de discontinuité ? Préciser en ces points x la valeur de H4(x) — limy—= H 4 (y).
y<x

Soit f une fonction réelle, définie et contintiment dérivable sur la demi-droite fermée [2, 4+o00[, et une

suite réelle A = (a;);>1; démontrer la relation suivante : pour tout réel x compris entre py et pyi1,
N

(pny <2 < pny1) il vient : Zaif(pi) = Hy(z)f(x) — /; Ha(t)f'(t) dt.

i=1
II1.2) Une majoration de la fonction 7
a) Démontrer la majoration suivante de la fonction 6 : 6(z) < x1n(4).
b) Etablir en choisissant, dans la relation établie & la question précédente, comme suite A, la suite

L
In(z)

In(pr), & = 1,2,..., et comme fonction f la fonction z — , I'inégalité suivante : 7(z) <

0 (5 + ), e )

¢) Démontrer la convergence vers 0, lorsque le réel  croit vers I'infini, de la fonction R(z), suivante :

~In(z) [ dt
Rle) == / ()

Indication : introduire, pour z > 4, les intégrales de 2 & \/z et de /x a z.

d) En déduire l'existence d’un réel z( tel que, pour tout réel = supérieur ou égal & 1z, la fonction 7

x
In(z)’
II1.3) Une minoration de la fonction g En utilisant par exemple la minoration du ppcm da, 1 obtenue
a la question (II-3), démontrer qu’il existe un réel z; tel que pour tout réel z supérieur ou égal a w1,
. - . . . In(2) =
la fonction 7 vérifie la minoration suivante : w(z) > .
2 In(x)
Ces deux résultats sont cohérents avec le « théoréme des nombres premiers » établi par Hadamard

et de La Vallée Poussin en 1896, qui affirme que la fonction 7w est équivalente a l'infini a la fonction
x

In(z)

vérifie la majoration suivante : w(z) < 41n(2)

T +—

PARTIE IV



Soit, dans toute cette partie, un entier n donné (n > 2). L’anneau Z/nZ est ensemble des classes d’équi-
valence pour la relation définie par « deux entiers relatifs son équivalents si leur différence est divisible par
Pentier n ». Classiquement un élément de Z/nZ est noté @, a étant un représentant de cette classe.

Soit ¢ la fonction qui, & Uentier n, associe le nombre d’éléments inversibles de Z/nZ.

IV.1) Théoréme d’Euler
a) Démontrer que pour que ’élément @ de Z/nZ soit inversible, il faut et il suffit que Pentier a soit
premier avec n. Donner les valeurs de ¢(n) lorsque 'entier n prend toutes les valeurs de 2 & 7.
b) Démontrer que I'ensemble (Z/nZ)* des éléments de Z/nZ inversibles est un groupe multiplicatif.
Quel est son cardinal 7

Soit @ un entier compris entre 0 et n — 1 (0 < a < n — 1), premier avec n. Soit ¢(n) le nombre
d’éléments de Z/nZ inversibles. Démontrer la relation : a¥(™ =1 (mod n).

Indication : considérer I'application 7 : b+ ba de (Z/nZ)* dans lui-méme puis I'expression ¢ définie
par la relation suivante ¢ = H ba.
be(Z/nZ)*
c) Application : déterminer le reste de la division de 2513 par 6.
IV.2) Principe de cryptographie
Soit n un entier(n > 2) égal au produit de deux nombres premiers p et ¢; n = pq.
a) Démontrer la relation : p(n) = (p — 1)(¢ — 1).
Soit e un nombre entier premier avec (p — 1)(q¢ — 1).
b) Etablir I'existence d’un entier d tel que : ed =1 (mod (p — 1)(¢q — 1)).
Exemple simple : n = 6, e = 5; calculer, pour tout élément @ de Z/6Z, a*<.
c¢) Démontrer que pour tout élément @ de Z/nZ, la relation : a®? = a (mod n).

En fait I'entier e est connu de I'expéditeur, I’entier d du destinataire. L’entier d est tres difficile a

calculer si la factorisation de ’entier n n’est pas connue (les entiers p et g sont grands).

Chiffrement du message a par 'expéditeur : a +— a®; déchiffrement par le destinataire a® +— (a®)<.

Le message est retrouvé.
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PARTIE 1

I.1) Supposons qu’il n’y ait qu'un nombre fini de nombres premiers py, ..., p,. Soit alors Q@ = 1+ [, p;.
La relation de définition de @) fournit une relation de Bézout entre @ et tous les nombres premiers, a
savoir @ — [, p; = 1. Du théoréme fondamental de l'arithmétique, on déduit @ = 1. Or Q > 2 par
convention d’un produit vide ou parce que 2 est premier. Il en résulte que

‘1’ensemble des nombres premiers est infini

1.2) a)

b)

°)

Comme n > 2et s >0,onal <n®<27° <1 par stricte monotonie. La somme de la série

1\7' &1
ie.|[1—— = —.
) 1.€ ( ns) ans

k=0

géométrique de raison n~° est donc 'inverse de 1 — n™*

1
Pour j € N, la série ), u;; est a termes positifs, de somme W, et cette somme est le terme
a _
général d’une série convergente, d’apres ce qui precede. D’aprées le théoreme de Tonelli discret pour
les familles de réels positifs,

1
(—a)i—b=)

la série double est sommable et S =

Puisque s > 0, la fonction z — z* est injective de Ry dans lui-méme. L’application considérée est
donc injective en tant que composée de deux telles fonctions car (aq, ..., q,) — (p1)* -« (pn)*" est
injective d’apres le théoréme fondamental de Iarithmétique. De plus, 'image de (a1, g, ..., ap) —
(p1)*(p2)®2 ... (pn)® est infinie et incluse dans N et on dispose donc d’une application surjective
et strictement croissante ¢ de N dans cette image. Par croissance stricte de x +— z° sur R4, la
composée k — o(k)® est une injection strictement croissante de N dans M,,. Par conséquent

Papplication (a1, aq,...,qn) — (p1)%*(p2)**2 ... (p,)°*, de N™ dans M,, est injective et il est
possible d’indexer les réels m de M dans l'ordre croissant.

Sin=2ets =1, M est formé de nombres donc la décomposition en facteurs premiers ne fait
apparaitre que 2 et 3, i.e. ‘ 1,2,3,4,6, 8,9, 12, 16, 18, 24, 27 etc.

Sin = 3, on ajoute a cette liste les nombres ayant 5 dans leur décomposition en facteurs premiers,
ie.|1,2,3,4,5,68, 09,10, 12, 15, 16 etc. |

Soit &k dans [1;n]. Comme k < n, la décomposition en facteurs premiers de k ne fait apparaitre que
des nombres premiers inférieurs a n et donc a py. Il en résulte k* € My et donc d’apres le résultat

n “+o00 N —1
1
admis et par positivité des termes de la série E k™ < g mi_1 = H <1 - ]f) . 11 vient donc
k=1 i=0 i=1 @

n 1 N 1 —1
Sp=Il(t-5)

i=

En prenant s = 1 et en supposant que la suite des nombres premiers est finie, de cardinal N, on en
N

déduit que la série harmonique est bornée par H(l —p 171 Comme elle est & termes positifs, elle
i=1
serait convergente. Cette contradiction assure que

la suite des entiers premiers est illimitée. ‘

D’apres le critére de Riemann, la série Y k~¢ est divergente pour 0 < s < 1. Par ailleurs lorsque N
tend vers l'infini py aussi, puisque la suite des nombres premiers est illimitée. D’apres le résultat pré-

PN N -1
1 1
cédent, on a E =] < H <1 - p5> et donc, par comparaison, | pour 0 < s < 1, lim,, f,(s) = +o0. ‘
k=1 i=1 @

La premiere partie de I'encadrement a déja été démontrée. D’apres la relation admise, on a par
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positivité des termes des séries

1 -1 +oo +oo
1s> =) mits) i
=0 =1

puisque la série de droite est convergente et que ses termes comprennent tous ceux de la série du

milieu. D’ou

Le théoréeme d’encadrement des limites permet de conclure |lim f,,(s) = Z —.
n

n

N

—1 e’}
1 1
1-— ) < E —. | On en déduit

I.3) On a f,(1) > 0 en tant que produit de termes strictement positifs et il vient —In(f,,(1)) = Z In(1 —
i=1

n
p = Z v;. Il résulte de 1.2d) et de Em In = 400, que ’ > w; diverge vers —oo. ‘

=1

Comme v; ~ —w;, puisque limp; 1 = 0, le théoréme de comparaison des séries & termes de signes

constants, permet d’en déduire que ’ > w; diverge vers +o0. ‘

L’ensemble des nombres premiers est donc moins « clairsemé » que celui des carrés par exemple. Sa
densité asymptotique est donc, probablement, plus importante.

I.4) On consideére la série de fonctions — > In(k)k~® pour s €]1, 00[. C’est une série normalement conver-
gente sur tout compact et méme sur tout intervalle de la forme [a; +00[, avec 1 < a. En effet

supIn(k)k™% = In(k)k™* = o(k~(1T9)/2)

a<s

et la série des normes converge donc, par le critere de Riemann. Comme ( converge simplement sur
]1; +oo[ d’apres ce qui précede, le théoréeme de dérivation des séries de fonctions montre que ¢ est de

classe C! sur Ja; +ool. Il en résulte que ‘ ¢ est continiment dérivable sur |1, +ool. ‘

I1.1) a)

n|N|pn | P,| 47
2111 2 2 16
3123 |6 64
4121 3 | 6 | 256
5131 5 | 301024

PARTIE II

b) Si n + 1 n’est pas premier, P, 1 = P,. Comme 4"*! > 4n, il vient :

’ si Ientier n + 1 n’est pas premier, I'inégalité P, < 4" implique 'inégalité P, 4 < 4"*1.
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c)

Sin + 1 est premier, comme n + 1 > 2+ 1 = 3, ¢’est un nombre premier impair et donc

’ il existe un entier m tel que : 2m +1=n+ 1. ‘

m! est le produit des

2m 41
Soit p un nombre premier compris entre m + 2 et n + 1. Comme + )
m

nombres entiers compris entre m + 2 et n+ 1, il est divisible par p. Mais p est premier a m! puisque

2 1
p > m, donc d’apres le lemme de Gauss, | p divise ( met )
m

2m—+1

2 1

On a Z < m]:_ ) =22m+l — 9. 4™ Papres la formule du bindme de Newton. Par symétrie on a
k=0

Eoom41 S f2m+1
donc Z < > = Z ( i ) = 4™ et en particulier, puisque c’est une somme a termes
k=0 k=m+1

2 1
positifs, < met ) < 4™,
m

2m 41
Puisque tous les nombres premiers compris entre m + 2 et n 4+ 1 divisent ( + >, et puisqu’ils
m

. o . (2m+1 ) .
sont tous premiers entre eux, leur produit divise aussi ( ) Il en résulte que ce produit est
m

inférieur & 4™. Comme Py, est le produit de P, et de ce produit et que 4m+14m = 42m+1

I'inégalité Py, < 4™*! implique I'inégalité P, ; < 471, ‘

Les deux questions précédentes montre que la propriété Vk < n, P, < 4% est héréditaire, pour n entier
supérieur a 2 (puisque m+1 < 2m+1sin+1 = 2m~+1 > 3). Comme elle est vraie pour n = 2 d’apres
N
le tableau établi en II.1a), par le principe de récurrence | pour tout entier n > 2, P, = H p; < 4™
i=1

I1.2) Par définition le ppem d,, est obtenu comme le produit de tous les nombres premiers divisant 1'un
des nombres entiers 1, 2, ..., n, chacun étant élevé a la plus grande puissance apparaissant dans la
décomposition de ces nombres en facteurs premiers. Soit p* divisant I'un des nombres entiers 1, 2,

.., m, avec p premier et k € N*, alors p < p* < n et donc p = p; pour i+ < N et k <

In(n)
In(p)”

Réciproquement pl2(m)/n(®)] et inférieur a n (et supérieur & 1) et se divise lui-méme, donc divise d,,,

i.e.

I1.3) a)

b)

T[]

d, = Hpi In(p;) )

i=1

2n
1
Par inégalité entre moyenne géométrique et arithmétique, pour x dans [0, 1], 2" (1 —z)" < <2> =

1
4n’

1 n n
n n\ doni1 o
Onal, = " E —1)k z¥ | dz ou encore d I, = E —1)* —"" _ par linéarité
" /0 (k—o( : <k> e k:O( ) k/n+k+1 ’

de l'intégrale. Comme ds,, 1 est un ppem, il est divisible par tous les nombres entiers compris entre

1 et 2n + 1 et donc a fortiori entre n + 1 et 2n + 1. Il en résulte

’ dan+1 est divisible par tout entier n 4+ k + 1, pour 0 < k < n, et do,4+11, est un entier.

47", I’inégalité de la moyenne donne donc | I,, <
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Comme I, est lintégrale d’une fonction continue non identiquement nulle et positive sur [0, 1],
I, > 0 et donc dap111, > 0. Il en résulte, puisqu’on affaire a un entier, do,411, > 1 et il vient

PARTIE III

III.1) La fonction H4 est en escalier et constante sur les intervalles [1, 2], ainsi que [p;, p;11][, pour ¢ € N*.
Elle est donc continue sur [1,4o0[ sauf peut-étre en les nombres premiers. Pour ¢ dans N*, on a
Ha(pi) — yhﬁrg H,(y) = a;. D’ou

y<pi

H 4 est continue sur tous les intervalles inclus dans [1, +o00[ privé des nombres premiers p; avec i € N*
et a; # 0; les plus grands intervalles étant les composantes connexes par arcs de cet ensemble. En
les points de discontinuité, on a Ha(p;) — lim Ha(y) = a;.

y—p;

y<p;

Pi+1
Pour ¢ € N* avec i < N, on a, puisque H,4 est constante sur [p;,pi+1], / Hat)f'(t)dt =

Ha(pi) (f(pi+1) — f(pi))- Il en résulte, par la relation de Chasles,

PN

N—-1
Ha(t)f'(t)dt = Z Ha(p:) (f(piv1) — f(pi))

2

ou encore, en effectuant une transformation d’Abel,

N-1

[ HA@F O dt = o0 HAG) + X £ (Halpior) = Halpid) + o) Halpw-1).
Or Ha(p1) = a; et donc
PN N—-1
Ha(t)f'(t)dt == aif(pi) + f(px)Halpy 1) -
2 i=1

Enfin, comme H 4 est constante sur [py,z] et égale & H(pn), il vient

N-1

[ HAO POt = = Y asf 00+ Flow) Haox—1) + Halpa) (1) = flox)-

i=1

N T
Comme Ha(py) = Ha(z), il vient finalement Z aif(p;) = Ha(z)f(z) — / Ha(t)f'(t)dt.
i=1 2

I11.2) a) Par définition 6(x) est le logarithme du produit des nombres premiers inférieurs a z, i.e. de Ppy.

D’aprés I1.1d), on a donc, par croissance du logarithme, 0(x) < [z]1n(4) et donc | f(x) < z1n(4).

b) Remarquons que f est de classe C° sur [2, +00[ en tant qu’inverse d’une telle fonction qui ne s’annule
pas. Le choix proposé par ’énoncé est donc licite. Avec ce choix, on a Zivzl a;if(p;) = Zi\; 1 =n(x).
De plus Hq = 6. 1l en résulte, par positivité sur [1,+oo[, Ha(z)f(x) < zln(4)f(x). De plus f'(z) =

x x

ot
et donc l'intégrale de la question III.1 se récrit —/ Hat)f'(t)dt = / % dt
2 2 (In(t))

1
~ 2(In(z))?

e . . . “ In(4) o
Par inégalité de la moyenne, cette derniere expression est majorée par / (172 dt et il vient
2 n

: 0)
@ <) (55 + | oy
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c) Pour z > 4, on peut écrire, puisque f? est décroissante,

Ve gt Vr—2 B z
o< [ e = ey =00 = ()

o= = =) )

et

2

et donc, par la relation de Chasles,| lim R(z)=0.

r——+o0

d) On dispose, d’apres la question précédente, de xq tel que, pour tout réel & supérieur ou égal & xg,

0 < R(x) <1;on aalors aussi w(z) < 2ln(4)%, ie |m(x) < 41n(2)%.
n(z n(z

IT1.3) Pour = > 3, soit n Uentier vérifiant 3 < 2n + 1 <z < 2n + 3. Comme 2n > 4, 2n n’est pas premier et
donc py <2n+1 < x < py41. D’apres I1.3b) et I1.2), on a, par croissance du logarithme,

In(2n+1) In(2n + 1)
} : In(p;)

N
z ; 3 In(4) < Z M In(p;) = NIn(2n + 1) = 7(z) In(2n + 1) < 7(z) In(z).

Le terme de gauche est équivalent a x1n(2) et donc supérieur a x pour z suffisamment grand,

In(2)
2
i.e. en divisant par In(z), qui est strictement positif, on dispose d’un réel z; tel que, pour tout réel

In(2) =
2 In(x)’

supérieur a x1, | w(x) >

PARTIE IV

IV.1)a) On a|p(2) =1, 9(3) =2, p(4) =2, ¢(5) =4, p(6) = 2 et p(7) = 6.| La premitre question est du
cours.

b) ’ (Z/nZ)* est un groupe multiplicatif de cardinal ¢(n). ‘

D’apres le théoréme de Lagrange (hors-programme) ‘a*”(") =1 (mod n). ‘

c) On a 251 = —1 (mod 6) et donc ‘ le reste de la division de 251311 par 6 est 5. ‘

IV.2) a) D’apres le théoreme des restes chinois Z/nZ ~ Z/pZ x Z/qZ et on a affaire & un isomorphisme
d’anneaux. En prenant les éléments inversibles de chacun puis les cardinuax, il vient, puisque Z/pZ

et Z/qZ sont des corps, | p(n) = p(p)p(q) = (p—1)(g — 1)
b) Puisque e est premier a (p — 1)(g — 1), il est inversible dans Z/(p — 1)(¢ — 1)Z, i.e.

’ il existe un entier d tel que ed =1 (mod (p — 1)(q — 1)). ‘

Onan=2x3etdonc (p—1)(¢g—1)=2. On a donc ed =1 (mod 2). Or application @ — @" est

d

périodique de période 2 et donc |a®* = a.
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¢) La relation & démontrer est, par le théoréme chinois, équivalente aux deux relations obtenues en
remplacant n par p et ¢. Si a est inversible modulo p, k — a* est (p)-périodique puisque a?®) =1
(mod p) et donc a®® = a (mod p). Si a n’est pas inversible modulo p, il est nul modulo p et donc

a® =0 (mod p). Dans tous les cas a®® = a (mod p). En échangeant le role de p et g, il vient donc

e.d

’pour tout élément @ de Z/nZ, on a a®® = a (mod n). ‘




