PREMIERE EPREUVE
MINES-PoNTs MP 2003

Soit E un espace préhilbertien réel muni d’un produit scalaire noté (- | -) et de la norme hilbertienne associée
a ce produit scalaire, notée ||-||.

Etant donné un réel p supérieur ou égal & 1, une famille au plus dénombrable (z;);c; de vecteurs unitaires
de E est dite u-presque orthogonale si et seulement si pour toute partie finie J de I on a

2
1 n
V(aj)jejeRJ fZa?S Zajxj S,uZa?.
Hies jes s

PARTIE 1

Le but de cette premiere partie est d’établir des résultats qui seront utiles dans la seconde partie.
Etant donné un entier n strictement positif (n > 1), soit I,,, Sy, et J, les trois réels définis par les relations
ci-dessous :

n n dy n—1 [n—-1 1 1 /n—1 2
I:/ </ )dx S, = P —— J:/ | dz .
Yoo N wryd ! ; ;H‘J‘i‘l "o ,;
Intégrale I,

1. Calculer, pour toute valeur de l'entier strictement positif n, 'intégrale I,,.

2. Déterminer les constantes A, B, C et D telles qu’on ait

D 1
I, =An+ Blu(n)+ C + o + On—s 400 <n) .

Somme S,
3. Etablir un encadrement de S, a l'aide de I,,.
4. En déduire S, ~ 2nln(2).

—+o0
Intégrale J,
5. Déterminer la relation liant .J,, a S,,. En déduire un équivalent de J,, en I'infini.

PARTIE II
Premiéres propriétés
Soit E,, un espace euclidien de dimension n et (z1, 2, ...,z,) une famille de vecteurs de E,,.
6. Démontrer que (x1,x2,...,x,) est une base orthonormée de F,, si et seulement si elle est 1-presque
orthogonale.
7. Démontrer que si (21, za,...,2,) est p-presque orthogonale, alors c’est une famille libre.

Un exemple
Soit E V'espace vectoriel des fonctions réelles définies et continues sur le segment [0;1] muni du produit
scalaire donné par

1
(flg)= [ [f(@)g(z)dz.
0
Soit (Pp,)nen la suite des fonctions de E définies par la relation suivante :
P, (x) =v2n+ 1z™ .

8. Démontrer que, bien que la suite des fonctions P,, de norme unité soit libre, la suite (P,),ecn n’est pas
presque orthogonale.



Cas de la dimension finie

Soit E,, un espace euclidien de dimension n et (V1, Va,...,V,,) une famille libre de vecteurs unitaires de E,,.
Etant donné n réels aq,as,...,a,, on note A et W les vecteurs et M la matrice carrée d’ordre n donné-e-s
par

ai

ag "

A= 7|, W:ZaiVi et M= (m;;) avec my; = (Vi|Vj) .
: i=1
an

9. En considérant son noyau, montrer que M est inversible, puis démontrer ’existence de matrices carrées
P orthogonale et D diagonale dont tous les éléments de la diagonale sont différents de 0, telles que
M ="'PDP.
10. Etablir la relation qui lie la norme du vecteur W au réel "AMA.
11. On note B le vecteur donné par B = PA, et on pose

b1 /\1 (O)
B=PA= ,
by (0) An
Montrer que, pour tout entier ¢ entre 1 et n, on a A; > 0 et donner un encadrement de la norme du
vecteur W a l'aide des réels Ay, ..., A, et de la norme euclidienne canonique ||B||, de B.
12. En déduire que la suite (V1,Va,...,V,) est p-presque orthogonale ; préciser des valeurs possibles pour

le réel p.
Une condition suffisante
Soit maintenant (V;,),>1 une famille dénombrable de vecteurs unitaires d’un espace préhilbertien réel E.
13. On suppose qu’il existe un réel o vérifiant
1
a>3 et V(pg) € N"xN* [(V, [ V)| < ——.
o
Démontrer que la famille (V,,),>1 est presque orthogonale.
Deux questions préliminaires
14. Soit f la fonction définie dans le quart de plan [1; 400[ x [1; +00[ par la relation suivante :
2y + 1/ 2zy + 1
y+azy+1 '

Pour a et b dans [1; +oo[, étudier les variations des fonctions définies sur [1;+oo[ par :

g = xo f@ ) he sy flay)s G :ae lim fley) H oy lim flry).

Y

flx,y) =

15. Soit v un réel vérifiant 0 < v < 1. Démontrer I'existence d’une fonction ¢, définie sur [1; 400 vérifiant

Yy € [L4+00]  fley(y),y) =7

Démontrer 'existence d’un réel 8 strictement supérieur a 1 vérifiant G(3) = 7 et minorant l'image par
¢~ de la demi-droite fermée [1;+o0].
Retour a ’exemple
On considére & nouveau la suite de fonctions polynomiales considérées a la question 8. Soit (k;);en une
suite strictement croissante d’entiers et, pour ¢ entier, ); = Py,. On suppose que (Q;);>0 est p-presque
orthogonale.
16. Démontrer g > 1 puis qu’il existe un réel 3, strictement supérieur a 1, tel que, pour tout indice ¢, on
ait
kiv1 > Bk; .
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PARTIE 1

1. Pour z dans R, la fonction y +— est une fraction rationnelle définie sur R, car le déno-

r+y+1
minateur y est strictement positif, doncyintégrable et une primitive est donnée par y — In(z +y + 1).
Pour y fixé dans Ry, la fonction z — In(z + y + 1) est continue sur Ry car Pargument du lo-
garithme est une fonction affine strictement positive sur R, et une primitive en est donnée par
z= (z+y+1DIn(x+y+1) — 2. Il en résulte

In:/n(ln(x+n+1)—ln(x—l—l))dx:(2n+1)1n(2n—|—1)—2(n—|—1)1n(n+1),
0

ie. ‘In =(2n+1)In(2n+1)—2(n+ 1)ln(n+1).‘

2. Par équation fonctionnelle du logarithme il vient

I,=02n+1)In(n)+ 2n+1)In(2) + 2n+1)In <1 + 21n) —2(n+1)In(n) —2(n+1)In (1 + ;)

72

puis, comme In(1 + z) =z — 5 + 0,450 (;v_2)

I, =2n1n(2) — In(n) + In(2) +

2 1 2 1 1 1 1
n+tl 241  n+t +n+ —|—0<)

2n 8n? n n?
3
et donc|A=2In(2), B=-1,C=In(2)—1let D= -7

3. Soit i et j des entiers naturels. Par comparaison entre série et intégrale, puisque la fonction inverse
est continue, strictement positive et strictement décroissante sur R, il vient en appliquant deux fois
I'inégalité de la moyenne

/"“ ( /j“ dy ) /i“ d 1
——— |Jdz < . < —
i i Tty+l i rH+j+1l i+ j+1

1 /i dx /i (/ﬂ dy >
i+j+1 w4+l S\ ety +1

En sommant ces inégalités et par relation de CHASLES, il vient pour j dans [0;n]

et,sit>1letj>1,

n J+1 d n—1 1
/ (/ i >dx<z. -

puis, par linéarité de 'intégrale et relation de CHASLES, I, < S,. Si j > 1 on a de plus

- 1 " J dy
) + -
z+]+1 j+1 0 1Tz +y+1

=0

et donc, par positivité des termes,

n—1 n

1 1 1 1 " dx
Sp < S, +2 - =851 < — —+ I, <I,+1+4+2 —
+ ;n+1+z+2n+1 +1_i=01+1+zj+1+ LR /1 x

n
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soit | I, < S, < I, + 2In(n) + 1. |

Remarque : on pourrait affiner en tenant compte de S,11 — S, >

Sp < I, + 2n +21n(n/2)

2n
d
+ 2/ —x, et obtenir
2n+1 n T

4. D’apres les deux questions précédentes et puisque 2In(n) +1 = o0 (n), S, est encadré par deux termes,

tous deux équivalents & 2n1n(2), et donc | S, ~ 2nIn(2).

5. On a, en développant le carré et par linéarité,

P SRR SR
0

0<7,j<n—1 0<7,j<n—1

et donc | J, = S, et J, ~ 2nlIn(2). ‘

PARTIE II

6. Remarquons qu’avec les notations du préambule, une famille est 1-presque orthogonale si et seulement
si pour toute partie finie J de I et tout (a;);cs dans R”, on a

2
D azl| = ad ||zl

jed jeJ

Cette derniere égalité est vraie, d’apres le théoréme de PYTHAGORE, dés que la famille (a;z;) e est
orthogonale, et donc dés que (z;) e 'est. Réciproquement en prenant tous les a; nuls sauf deux égaux
a 1, le théoréeme de PYTHAGORE montre que les vecteurs d’une famille 1-presque orthogonale sont
orthogonaux deux a deux. Comme elle est formée de vecteurs non nuls car unitaires, c’est une famille
libre et par cardinalité, c’est une base de E,,. Par conséquent

‘ (21,...,op) est une base orthonormée si et seulement si c’est une famille 1-presque orthogonale.

7. Soit (aq,...,a,) dans R™. Par positivité des termes, on a

=0= - Za =0=Vie[l;n] a;=0
zl

et donc ‘ (21,...,2y) est une famille libre. ‘

8. La famille (P,),en est libre car formée de fonctions polynomiales non nulles et étagée en degré. On a,
pour n entier,

1
1P = (20 + 1)/ 22 dz = 1.
0
En prenant J = [0;n — 1] et (a;)o<j<n—1 = (1/v27 + 1)03]-91,1, il vient

n—1 2
E a; P;
=0

=J, ~ 2nln(2

=0 =0

11
~ ——. Par comparaison de séries a termes positifs
2n+1 2n

Or la série harmonique est divergente et

divergentes, on a donc
n—1

ZQerlwz:*Nfln
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10.

11.

12.

13.

par comparaison entre série et intégrale, dans le cas divergent, appliqué a la fonction inverse, qui est
continue, strictement positive et strictement décroissante sur R’} . En particulier on ne saurait avoir

n—1 2 n—1
ZaiPZ- =0 (Z a?)
=0 =0

et ainsi ‘ (Pn)nenN n'est pas presque orthogonale. ‘

. Soit X un élément du noyau de M, en notant (a;) ses coordonnées, celles de M X sont (Z;.L:l (Vi 1Vj)a,)

i.e. en notant W = 3>°7  a;Vj, ((V;|W)). On en déduit que W est orthogonal & tous les (V;). Comme
on a affaire a une famille libre de cardinal la dimension de E,, (V;)1<i<n est une base de E,, et donc
W est nul. Encore par indépendance des (V;), on en déduit que tous les (a;) sont nuls et donc X aussi.

Par conséquent ‘ M est inversible. ‘

Par symétrie du produit scalaire, M est une matrice symétrique. Etant réelle elle est orthodiagonalisable
d’apres le théoreme spectral et on dispose de P orthogonale et de D diagonale telles que M = ‘PDP
et la diagonale de D est formée du spectre de M. Comme ce dernier ne contient pas 0, la diagonale de

D non plus, i.e. ‘M = "PDP avec P orthogonale, D diagonale & éléments diagonaux non nuls.

Les calculs précédents montrent que MA est le vecteur de coordonnées ((V;|W)) et donc "AMA =
S a; (Vi | W) = (W | W) par linéarité. D’ott | "AMA = |[W|>.

D’aprés les questions 9 et 10, on a ‘BDB = |[W|?, i.c. i Aib? = |W||?. Puisque P est orthogonale,
elle est inversible d’inverse tP7 de sorte qu’en notant (e;)1<;<n la base canonique de R™ et en choisissant
pour ai, ..., an les réels tels que A = ‘Pe;, ona B = ¢; et \; = ||VV||2 On en déduit que, pour tout

entier ¢ entre 1 et n, on a

Par positivité des carrés, il vient également inf1<;<p A; ||BH§ < W? < maxi<icn A ||BH§ et donc, par

croissance de la racine carrée et positivité des A, | /infi<i<p Ai | Blly < [|[W]| < y/maxi<i<n A | By

Remarque : si A est un vecteur propre de M associé & une valeur propre A de A, on a "AMA =

PA(MA) = X ||A||? et donc le spectre de M est inclus dans R

Puisque P est orthogonale, on a ||PA||, = ||A||, et donc la question précédente montre qu’on a

2
n

n n
inf )\iZa? < ZajVj < max \; a?
j=1 j=1

1<i<n T 1<i<n ‘
jeJ

et donc, puisque le spectre de M est fini et inclus dans R, on dispose du réel pps donné par

1 1
= Ay A —
1238 max( 17A17 ’ )\n)

et alors pour u > ups, puisqu’on a affaire a une famille unitaire, ‘ Vi,...,V, est u-presque orthogonale

et V1,...,V, est u-presque orthogonale si et seulement si ‘ p > max(Sp(M) U Sp(M~1)). ‘

Soit J une partie finie de N*, (a;) € j € J dans R” et k dans Z, on a, par inégalité triangulaire et par
hypothese sur (V,,)n>1,

lap| laq]
Z (apVp lagVo)| < Z %

(p,q)€J? (p,a)€J2
p—q=k p—q=k
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14.

ou encore, en notant 1 la fonction indicatrice de J,

Z (apVp|aqVe)| < a_|k|2|aq+k|]1J(Q+k) lag
(p«z)eJ]: qeJ
p—q=

et donc, par inégalité de CAUCHY-SCHWARZ et positivité des termes rajoutés,

> (wVlagV)| o™ Y af >l dala+k) <a”™ S 6l Y ap
(p,a)€T2 qeJ qeJ qeJ peJ

p—q=k

. . . . . 1
et on en déduit, par sommation de série géométrique de raison —,
@

_ 2
Z (apr|aqV:1><<§:ak+ E: ak>§:a3:a_1g ai.
(p,a)€J2 keN* —keN* qeJ qeJ
PF#q

Comme on a, puisqu’on a affaire a une famille unitaire,

2
doaiVill =D di+ D (aVlagVy)

JjeJ JjeJ (p,a)€J2
PF#q

il vient, par inégalité triangulaire,

2
2 2
<1a_1>q26;1a(21§ ZajVj S(1+a_1>za§

jeJ qedJ

On en déduit, puisque o — 3 est strictement positif,

1 —1
(Vi)n>1 est p-presque orthogonale pour p > max (CH_l, a3>
= a—1" a-—

Par croissances comparées, H est bien définie et nulle sur [1; +oo[. Pour > 1, on a

V2yy/2zy

Yy oo (1+2)y

Ve

et donc G est bien définie et on a G(x) = 2
1+z

par des rapports entre moyennes géométrique et arithmétique. Pour u et v deux réels strictement
positifs, avec u > v, on pose ¢ = 7 et il vient

YNOTA (u+v)? — (u—0v)? u—v\> v\’ 2 \?
= =1- =1-{1-2 =1-({1-— .
u+wv (u+v)2 u+wv u+wv 1+t
On note ¢ la fonction donnée par le membre de droite. Elle est strictement décroissante sur [1; 4+o00[

car la fonction carré est strictement croissante sur R4 et que pour t > 1 on a 1 — %—H € R,. Par

f(z,y)

)

. Les fonctions f et G sont donc toutes deux données
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15.

16.

définition, pour x > 1 et y > 1, on a, en considérant u = & > 1 = v, G(z) = ¢(z) et, en considérant
2zy +1

u=2zy+1>2z+1=v, f(z,y) ¢(2y+1>

2wb+1  2b 1 2%

= T et
20+1 2b+1 +2b+1 2b+1
la fonction affine strictement croissante avec ¢ et est donc strictement croissante.

2ay + 1 a—1
S g
2y+1 2y+1
strictement croissante (y — 2y + 1), de la fonction inverse et d’une fonction affine u +— —(a — 1)u — a
strictement décroissante si @ > 1 et constante sinon, avec ¢. Elle est donc strictement décroissante si a >

1 et constante sinon : ‘ hi et H sont constantes et les autres fonctions sont strictement décroissantes. ‘

Pour b > 1, comme on a > 0, la fonction g est la composée de

Pour a > 1, comme on a la fonction h, est la composée d’une fonction affine

Soit y dans [1; +o0[. Comme g, est continue, strictement décroissante et vérifie g, (1) = 1 et lim o, gy =
H(y) = 0 le théoréme de la bijection assure que g, réalise une bijection de |1;+oco[ sur ]0;1[, d’on

lexistence d’un unique x dans ]1; +oo[ tel que f(x,y) = et ‘l’existence de ¢,. ‘

Par décroissance de h, on a également v = f(x,y) > G(x). Comme G est également continue, stricte-
ment décroissante et vérifie G(1) =1 et lim o, G = 0, on dispose d’un unique § dans ]1;+oo], tel que
G(B) = 7 et alors, par décroissance stricte de G et puisque G() = v > G(p(y)), on a ¢, (y) > f, i.e.

[G(B) = et f<infp, |

Soit 7 un entier naturel. On a k; 1 > k; par stricte croissance de la suite (k). On choisit J = {4,7 + 1},
a; =1 et a;41 = —1. Il vient alors

1 V2k; + 1\/2ki+1 +1 2
0< i — Q; 2_ - 2 2 =22 - —
< [1Qi — Qiall 'u(az +aiy) Foi + kit + 1 [

\/Zki+1\/2ki+1+1 < M—l
k1+kz+1+1 - 1%

déduit

Si k; = 0, linégalité k;41 > Bk; est vraie pour toute valeur de 8 car k;41 > k; = 0. On suppose

et donc . Comme le membre de gauche est strictement positif, on en

1 k.
dorénavant k; > 0. On pose v = L, de sorte qu’on a 0 < v < 1. On a également ;ﬂil > 1 par

1
croissance stricte de la suite (k) et stricte positivité de k;. Le calcul précédent permet alors d’obtenir

f <k;;1,ki> <y = fley(ki), ki)

k.
et donc, par décroissance stricte de gg,, il vient ;—H > ¢ (k;). Grace a la question précédente on
i

k;
dispose d’un réel 5 vérifiant 5§ > 1, G(8) = v et § < inf ¢,. En particulier g < k:l’ ie.




