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PREMIERE COMPOSITION DE MATHEMATIQUES
MINES- PoONTS — MP — 2006

Pour K = R ou K = C, on note .#, ¢(K) ’ensemble des matrices a n lignes et £ colonnes & coeflicients dans
K. Un élément de 4, ;(R) sera considéré comme élément de 4, +(C).

Dans la suite, on identifie les matrices carrées (respectivement les matrices colonnes) et les endomorphismes
(respectivement les vecteurs) canoniquement associés dans C™ : par exemple, on note par la méme lettre
une matrice T' de 4, ,(R) et endomorphisme de C™ dont T est la matrice dans la base canonique de C™.

Si M € M, (K) et 2 € K, (Mz); désigne la i-iéme composante du vecteur Mz de K™. On note I,, la
matrice identité de ., ,(C). Pour z = (z1,...,2,) € K" et M dans .4, ,(K), on note

[ Mz|,

zekm\fo} |17l

n
lzlly =Yl et | M]], =
i=1
On admet que l'on définit ainsi des normes sur K" et ., ,,(K) respectivement.

Définition. Soit M une matrice dans 4, (R), de coefficients notés (m; ;) pour 1 <i<mnetl<j </
On dit que M est positive (respectivement strictement positive), ce que l'on note M > 0 (respectivement
M > 0), lorsque tous ses coefficients sont positifs (respectivement strictement positifs) :

v(i,j) € [in] <[] mi; >0 (resp. mi; >0).

Pour N dans My e(R), on note M > N (respectivement M > N) lorsque M — N > 0 (respectivement
M—-N>0).
Sin =¥, on dit que M est stochastique lorsqu’elle est positive et que de plus

n
V] S [[1,’/’7,]] me' =1.
1=1

On définit les ensembles B, BT et ¥ par :

B={zeR"|z>0etx#0},
BT ={zeR"|z >0},
S = {z e R" |, = 1} .

Nous souhaitons montrer le résultat suivant :

Théoréme (Perron-Frobenius). Soit T dans #,, ,(R) stochastique vérifiant (I, + T)"~1 > 0.
1l existe un vecteur strictement positif xo satisfaisant Txg = xg.
Toutes les valeurs propres de T sont de module inférieur a 1 et pour tout vecteur y de >N B,

k—1

1 ; o
lim — Ty=—.
k jz:;) zolly

Les deux parties sont dans une large mesure indépendantes.



PARTIE I - Un vecteur propre strictement positif

Soit T un élément positif de M, ,(R) et P = (I, + T)""1. On suppose P strictement positive. On note
T = (tijh<ij<n et P = (pijh<ij<n-

1)

~N O Ut = W
—_ D D

8)
9)

10)
11)

12)

13)

Montrer que pour tout x dans B, I’ensemble donné par T',, = {6 € R |fx < Tz} est non vide, fermé
et borné.
On note 6(z) son plus grand élément.

Montrer que pour tout 2 dans B, on peut calculer #(x) de la maniére suivante :

6(x) = min {(Tf)

1§i§netxi7é0}.

On note @ 'application de B dans R qui & z associe 6(z).

Montrer que pour tous o dans R et z dans B, on a 0(ax) = ().

Montrer P(B) C B*.

Montrer que pour tout « dans B, on a 8(Px) > 6(z) et 0(Px) > 0.

Soit « dans B un vecteur propre de T. Montrer 0(Pzx) = 6(z).

Soit « dans B tel que (Pzx) = 6(x), montrer que = est un vecteur propre de 71" pour la valeur propre
0(x).

Soit C'= BN X. Montrer que lapplication 6 est continue de P(C') dans R.

Justifier I'existence de z¢ dans P(C') tel qu’on ait 8(xo) = sup 6(x).
z€P(C)

Mountrer sup 6(z) > sup 6(x).
z€P(C) zeC

Montrer sup 6(x) = sup 6(zx).
z€B zeC

Montrer sup §(z) = sup 6(z) et 6(xg) = sup 6(z).
zeC z€P(C) zeC

On pose 0y = 0(x0).

Montrer que xg est un vecteur propre, strictement positif, de T pour la valeur propre 6, et 6y > 0.

PARTIE 1II - Une méthode d’approximation

On suppose toujours que P = (I,+T)"~1 est strictement positive et on suppose de plus que T' est stochastique.

Pour un vecteur x = (z1,...,2,) de C", on note % le vecteur (|z1|,...,|zs]), ont |z| est le module du
nombre complexe z. Pour tout entier £ > 1, on pose

_ =
o 3 O
N 2NN NS AN

Soit # dans C et x dans C™ un vecteur propre de T pour la valeur propre 6.
Montrer |0 2t < Tx™.

En déduire |0] < 6y.

Montrer || ||z7||; < |lzT||; et en déduire |§] < 1.

En déduire 6, = 1.

Montrer que pour tout j > 1, 77 et R; sont des matrices stochastiques.

Etablir, pour tout k > 1, les inégalités suivantes :

| T%]|, < Let ||Rell, <1.



2
20) Montrer que pour tout k > 1, ||TRy — Ryl|; < T
21) Soit = dans C™, montrer que la suite (Ryx)r>1 & au moins une valeur d’adhérence.
22) Soit y une valeur d’adhérence de la suite (Ryx)i>1, montrer Ty = y et, pour tout k > 1, Ry = y.
23) Soit y et z deux valeurs d’adhérence de (Ryz)g>1, montrer pour tous les entiers m et ¢, I'identité

suivante :
y_ZZRZ(Rmx_Z)_Rm(Réx_y) .
24) Montrer que la suite (Rxz)r>1 a exactement une valeur d’ adhérence.

25) Montrer qu’il existe une matrice R dans .4, ,(C) telle que, pour tout z dans C”, on ait Rx = lim Ryx
et lim ||R, — R|; = 0.

26) Montrer que T' et R commutent.

27) Montrer RT = R et R?> = R.

28) Caractériser R en fonction de Ker(T — I,,) et Im(T — I,,).

29) On admet que Ker (T'— I,,) est de dimension 1. Pour = dans B, expliciter Rz en fonction de |||,

lzol|, et xo.

Ce théoréme posséde d’innombrables applications. L’une des derniéres est son utilisation dans le classement
(PageRank) des pages Web effectué par le plus connu des moteurs de recherche.
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PARTIE I - Un vecteur propre strictement positif

n
Soit « dans B, alors pour tout ¢ dans [1;n] on a (T'z); = Z t; ;. Comme on a affaire a une somme
j=1
d’éléments positifs (T'z); l'est aussi et donc Tx > 0, i.e. 0 € T',.
Puisque z est non nul on dispose de ¢ dans [1;n] tel que z; soit non nul, et donc x; > 0 puisque x est

Tx);
positif. On en déduit € T', = 0<0 < Q et, en particulier I, est borné.
T
Enfin application 8 — Tx — 6z est une application affine donc continue de R dans R™ et (R4 )™ est
fermé en tant que produit cartésien de fermés. Comme T, est I'image réciproque de ce fermé par cette

application continue, il est fermé, i.e. ‘I‘z est non vide, fermé et borné. ‘

Soit x dans B, on a vu précédemment que Tx est positif. Il en résulte

bel, < 0>0AVie][l;n]bx; < (Tz);
— 0>0AVie[l;n](x; #0= 0z; < (Tx);)
T),
= 920/\Vi6[[1;n]}<xi7é():>9§( @’)
— 0<60<L min (Tz)i
i€[Ln] i £0  T;
T,
Autrement dit | 0(x) = min {( 2)i ) 1<i<netz # 0}.
£

Soit x dans B et o dans R . Puisque « est strictement positif, ar est dans B et on a, pour tout ¢ dans
[1;n], z; > 0 <= (ax); > 0. De plus, dans ces conditions, par linéarité de T on a (T(ax)); = a(Tx);
T(ax)); Tx);
et donc (( )))Z = ( )Z. Par conséquent les ensembles dont ils sont les minima, d’apres la question
ax); xX;

précédente, étant égaux, on a | f(ax) = 0(x).

Soit 2 dans B. On dispose de i tel que z;, > 0. Alors, pour tout 7 dans [1;n], puisque P est strictement
positive on a

n

(Px)i = piigTiy + Z PijTj = PiioTiy > 0
1<j<n,j#io

par positivité de tous les termes et stricte positivité de p; ;, et x;,, i.e. | P(B) C BY.

Soit « dans B et 6 dans T';,. On a donc (T — 6I,,)x > 0 et donc, par positivité de P, PTxz > P(0x).
Comme P est linéaire et commute a 7', en tant que polyndéme en 7', il vient TPx > 6Pz et donc

0 € T'p,. Par passage au supremum il vient | §(Pz) > 0(x).

Sin=1etT =0,o0ona P = I; >0 mais I’énoncé est en défaut car 0 est identiquement nulle. Si 7" n’est
pas nulle, 8 est identiquement égale & son facteur d’homothétie et les deux propriétés sont immédiates.
On suppose par la suite n > 1.

Remarquons que si T" a une ligne nulle, disons la 4°, alors Vect (e;) ; 2 est stable par I + T et donc par
P et donc p;; = 0 pour j # 7, ce qui est contraire a I’hypothése de positivité stricte de P. Comme par
ailleurs P(B) C BT, tous les coefficients de Px sont strictement positifs et la formule de la question

2) montre |§(Pz) > 0.



PREMIERE COMPOSITION DE MATHEMATIQUES — MINES- PONTS — MP — 2006 Corrigé

6)

10)

11)

12)

13)

Puisque P est un polyndéme en T, les vecteurs propres de T sont des vecteurs propres de P. Comme
Pz est & coordonnées strictement positives, d’apres la question 4) , la valeur propre associée & z est
strictement positive puisque z est & coordonnées positives par hypothése (et est en fait dans BY). Il

résulte de la question 3) qu’on a |§(Px) = 0(x).

On note y = Tz — 6(z). Par définition de 0(x), le vecteur y est positif. Il en résulte qu’on a deux
possibilités exclusives I'une de 'autre, a savoir soit x est vecteur propre de T associé a la valeur propre
0(z), soit y appartient & B et donc, d’aprés la question 4) , soit y = 0, soit Py € B¥. Or, comme P et
T — 6(x)I, sont des polynoémes en T, ils commutent et on a

Py € BT <= (T — 6(x)I,)Px > 0 < T(Pz) > 0(Pz)Px

et cette derniére condition est impossible d’apres les questions 4) et 2) : comme toutes les coordonnées
de Px sont non nulles, §(Px) est égal & I'un des rapports (T'Px);/(Pz);, i.e. 'une des coordonnées de

TPx — 6(Px)Pz est nulle. Par conséquent ‘ x est vecteur propre de T associé a la valeur propre 6(x). ‘

Comme R"™ est de dimension finie, T est continu, tout comme les formes coordonnées. Il en résulte
que x — (Tx);/x; est continu sur son domaine de définition pour tout ¢ dans [1;n]. Comme le
minimum de fonctions continues 1’est aussi, 6 est continu sur B+ d’apres la formule de la question
2) . Comme C C B, il résulte de la question 4) que P(C) est inclus dans BT et donc, par restriction,

‘ 0 est continu sur P(C). ‘

On a C = ¥ N (R4)™ puisque 0 n’appartient pas & . Comme ¥ est une sphére unité d’un espace de
dimension finie, il résulte du théoreme de HEINE-BOREL que c’est un compact. Comme R est fermé,
R” est fermé en tant que produit cartésien de fermés et donc C' est compact en tant qu’intersection
d’un compact avec un fermé. Il résulte alors du théoreme de WEIERSTRASS que 0(P(C')) est compact
puisque P est continu en tant qu’endomorphisme d’un R-espace vectoriel de dimension finie et 8 est
continu sur P(C') d’apres la question précédente. Comme C' contient les vecteurs de la base canonique,
il est non vide, donc P(C') non plus, et donc §(P(C)) est un compact non vide et contient donc sa

borne supérieure, i.e. on dispose de z¢ dans P(C) tel que | 6(zg) = sup 6(z).
zeP(C)
On a sup 6(z) = sup@(Px) et il résulte donc de la question 5) , par passage au supremum,
z€P(C) zeC
sup 6(x) > sup 0(x).
z€P(C) zeC

Tout vecteur y non nul de R™ s’écrit de fagon unique [|y||; v avec u dans ¥ et si y est positif, u
aussi, i.e. si y € B, alors u € C et il résulte de la question 3) qu’on a 6(y) = 6(u). On en déduit
{0(y) |y € B} C {6(u)|u € C} et l'inclusion réciproque est directe puisque C' est inclus dans B. Les

suprema de ces deux ensembles sont donc égaux, i.e. ‘SupxeB 0(z) = sup,ec 0(x). ‘

Comme P(C) est inclus dans BT, d’apres la question 4) , et donc dans B, par passage au supremum on a
sup,ep(c) 0(z) < sup,ep 0(z). Il résulte alors de la question précédente sup e p(cy 0(z) < sup,ec 0(z)

et donc, en utilisant la question 10) , il vient | sup,c p(cy 0(z) = sup, ¢ 0(z) | et donc, par définition de

Zo, ‘9(;30) = sup,cc (). ‘

Sin=1et T =0, le résultat est en défaut. Sin =1 et T > 0, il est immédiat. On suppose maintenant

n > 1. Comme g appartient & P(C), il appartient & B¥ d’aprés la question 4) et donc aussi & B. Il en

résulte pour la méme raison Pz € B et, d’apres la question 5) , 0(xg) < 6(Pxo) < sup 8(x) = 0(xp). Iy
zEB

a donc égalité dans toutes les inégalités et donc 0(xg) = 6(Pxg). Il résulte de la question 7) et de la ques-

tion 5) que ‘ xo est un vecteur propre strictement positif de 7" pour la valeur propre 6y et 6y > 0. ‘
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14)

15)

16)

17)

18)

19)

20)

21)

22)

PARTIE II - Une méthode d’approximation

L’inégalité triangulaire et la positivité des coefficients de T' donnent, pour i dans [1;n],
n n n
0] (z7)s = 10zi] = D tigas| < D [tagas| =Dty |l
j=1 j=1 j=1

et donc | |0| 2t < Tz™.

On en déduit 0] < #(z™). Comme les coordonnées de 2 sont positives par construction et comme x
est non nul, car c¢’est un vecteur propre, z appartient & B et donc par définition de 6y on a §(zT) < 6.

11 vient ainsi | |0] < 6.

Par positivité des coefficients de T on a

n n n
0 b, = 3 (o] = 0], = [Tl =3 [ tija

i=1 i=1 |j=1

n n n n n

i=1j=1 j=1 \i=1 j=1

puisque T est stochastique. De plus x étant un vecteur propre, 7 est non nul et, par stricte positivité
de [lz*]|, on en déduit ] 0] " [l; < [lz*]l, et |0] < 1.\

Comme le résultat précédent est vrai pour toute valeur propre, la question 13) entraine 0 < 6y < 1. Or
puisque T est stochastique le vecteur (1,1,...,1) est propre pour T'T et est associé & la valeur propre
1. On en déduit que 1 annule xpr et donc aussi xr et ainsi 1 est valeur propre de 7. On en conclut

On note uw = (1,1,...,1). Alors M dans ., (R) est stochastique si et seulement si ses coefficients sont
positifs et si u est vecteur propre pour la valeur propre 1 de M. On remarque que I,, est stochastique,
i.e. TO I'est. Soit j dans N*. Puisque R, est stable par addition et multiplication, 77 est positive
et donc R; aussi. Puisque (T9)T = (TT)J on a (T7)Tu = u et donc aussi RjTu = u. Par conséquent

‘Tj et R; sont stochastiques.

Les calculs de la question 16) montrent ||Tz||; < |lz||; sans utiliser le fait que x est vecteur propre de
T et uniquement I’aspect stochastique de T'. Autrement dit si M est stochastique, alors ||[M]|; < 1. On

< let ||Rill; < 1.

en conclut, en utilisant la question précédente, pour k dans IN*, HT’“

Iy

Par définition on a (T — I,)(kRy) = T% — T° et donc, par inégalité triangulaire et en utilisant la

2
TRy, — Rilly < o

1 2
question précédente ||[TRy — Rl < E(HTkH1 + [ 1n]) < 7 ie.

Soit k dans N*. Par définition de la norme ||Rgl|;, ||Rrx|l; < |lz|l; et donc (Rgz)r>1 est bornée.
Puisque C" est de dimension finie, il résulte du théoréme de BOLZANO-WEIERSTRASS qu’elle admet
‘ au moins une valeur d’adhérence. ‘

soit alors ¢ une injection strictement croissante de N* dans lui-méme telle que (R, x))r>1 converge
vers y. Par continuité de T', puisqu’elle est 1-lipschitzienne, (T'R,x))r>1 converge vers T'y et la question

précédente donne, par passage a la limite, ||y — y[|; < 0. Il en résulte On a alors, pour tout

k dans N, T*%y = y et donc, pour k > 1,
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23)

24)

25)

26)

27)

28)

29)

Soit £ et m deux entiers. Par définition de R, et R,,, ce sont des polyndémes en T et donc ils commutent

entre eux. Il résulte alors de la question précédente qu’on a ‘ y—2=Ry(Rnz—2) — Ry (Rex — y). ‘

Par inégalité triangulaire et puisqu’on a affaire a des applications 1-lipschitziennes, il vient pour ¢ et
m entiers et y et z deux valeurs d’adhérence de (Riz)g>1, ||y — 2||; < |[Rmz — z||; + ||[Rez — yl|;- En
faisant tendre ¢ et m vers l'infini de sorte que R,,x tende vers z et Ryx tende vers y, on en déduit

Yy =z, ie. ‘ (Rix)r>1 a exactement une valeur d’adhérence. ‘

D’apres la réciproque partielle du théoreme de BOLZANO-WEIERSTRASS on en conclut que la suite
(Rpx)r>1 converge. Par linéarité de la limite et linéarité des applications Ry, on en déduit que lim Ry
est linéaire par rapport a x, i.e. on dispose de R dans ., (C) tel que

n

Soit x dans C" avec x = E x;e; ou (e;)1<i<n est la base canonique de C™; on a par inégalité

i=1
triangulaire,
n
(R, = R)ally < 3 [aal |(Re = R)eally < laally sup [[(Rx — Res],
i—1 1<i<n
et donc ||Ry — R||; < sup [[(Rr — R)e;l|; = o(1), d’apres ce qu’on vient de faire. Il en résulte
1<i<n

‘hm IRk — R, =0. \

On a déja remarqué que pour k dans N*, T" et R commutent puisque ce dernier est un polynéme en 7.
Par bilinéarité et donc continuité du produit matriciel, le passage a la limite dans I’égalité R T = T Ry

montre que ’ R et T' commutent.

Toujours par continuité du produit matriciel et passage a la limite dans l'inégalité de la question 20) ,
il vient |[TR — RJ|; <0 et donc TR = R. La question précédente permet d’en conclure puis,

pour k dans N, RT* = R et donc, en prenant la moyenne,

On en déduit que R est un projecteur vérifiant (7' — I,,) R = 0 et donc 'image de R est incluse dans
le noyau de T — I,,. Réciproquement si x vérifie Tx = z, alors la suite (Ryx) est constante égale a
x et ainsi Rz = z. On en conclut Im(R) = Ker(T — I,,). Comme on a aussi R(T'— I,) = 0, on a
Im(T — I,,) C Ker(R). Or légalité Im(R) = Ker(T — I,) donne, en passant aux dimensions et en
utilisant le théoreme du rang, I’égalité des dimensions des deux espaces précédents et donc leur égalité,

ie. ‘ R est le projecteur sur Ker(T' — I,,) parallelement & Im(T" — I,,). ‘

D’apres les questions 13) et 17) , g est un vecteur non nul de Ker(7T — I,,). C’en est donc une base
puisqu’on a admis que cet espace est une droite. D’apres la question précédente on a donc Im(R) =
Vect (xg). Soit alors « un réel tel que Rx = axg. Comme x et zp sont dans B, il en va de méme de
Rx car R est a coefficients positifs et donc o = ||Rz||; / |o]|;. Or puisque R est stochastique car le
passage & la limite préserve la positivité des coefficients (puisque Ry est fermé) et I'égalité RTu = u par
continuité de la transposition et du produit matriciel. Il résulte donc des calculs effectués en question

19) , et donc plutét en question 16) , qu'on a |Rz||; = ||z||; puisque = est dans B. On en conclut
x
oo Il
llzolly




