DEUXIEME COMPOSITION DE MATHEMATIQUES
MiINEs-PoNTS 2009 — MP

On désigne par C([0;1]) I'espace vectoriel des fonctions réelles continues sur [0;1]. Pour A dans
R.;, on note @, I’é1ément de C([0; 1]) défini par py(z) = 2. Par convention g est constante égale
a 1. Soit (Ax)gen une suite de réels positifs ou nuls deux a deux distincts. On note W le sous-espace
vectoriel de C([0;1]) engendré la famille (o), )ren. Le but du probleme est d’établir des critéres
de densité de 'espace W dans C([0;1]) pour 'une ou l'autre des deux normes classiques Ny, ou

1 , .\ 2
Ny définies par : Noo(f) = sup |f(z)| et Nao(f) = (/0 |f(z)] dx) .

z€[051]
On admettra le théoréme suivant (dit & Karl WEIERSTRASS) : pour toute fonction f dans C([0;1]),
il existe une suite (P,)nen de fonctions polynomiales sur [0;1] telle que Noo(f — P,,) tende vers 0,
i.e. lim, P, = f pour la norme N..

Question préliminaire
1. Démontrer que (¢x)r>0 est une famille libre de C([0;1]).
A - Déterminants de CAUCHY

On considere un entier n > 0 et deux suites finies (ax)i<gp<n €t (bg)i<k<n de réels telles que

n—1
H (X — ak)
a;+0bj # 0 pour tous i et j dans {1,2,...,n}. On définit la fraction rationnelle : R = k:nli
H (X + br)
k=1
et, pour tout entier m tel que 0 < m < n, le déterminant de CAuCHY d’ordre m :
1 1 1
a1 +b a;+0b a;+b
110 102 L Om
D,, = as + by as + by az + by,
1 1 1
m 4+ b1 ap + b2 Am + bm
n
) . Ay,
2. Démontrer que si R est de la forme R = Z ,alors on a A, D,, = R(an)Dyp—1.
=1 X + b
On pourra pour cela considérer le déterminant obtenu a partir de D,, en remplacant la derniere
R(a1)
R(az)
colonne par _
R(an)
H (aj — ai)(bj — bi)




B - Distance d’un point a une partie dans un espace normé

Soit E' un espace vectoriel normé par une norme |-||. On rappelle que la distance d’un élément
x € E a une partie non vide A de E est le réel noté d(x, A) défini par : d(x, A) = infyca ||z — y||.
4. Démontrer que d(z, A) = 0 si et seulement si x est adhérent a A.

5. Soit (Ay)n>0 une suite croissante de parties de E. Démontrer d(x,lim T A,) = lim,, d(z, A,,).

Onnote B={y € E||ly — x| < |z|/} et on consideére un sous-espace vectoriel V' de dimension finie
de E.
6. Démontrer que BNV est compacte et qu’on a d(z, V) = d(x, BN V') pour tout = € E.

7. En déduire que pour tout z dans F, il existe un élément y dans V' tel que d(z,V) = ||z — y||.

C - Distance d’un point & un sous-espace de dimension finie dans un espace
préhilbertien

Dans cette partie, on suppose que la norme sur ’espace vectoriel E est définie a partir d’un produit
scalaire (- |-) sur E : ||z|| = /(x| ).

Soit V' un sous-espace vectoriel de dimension finie de E. On rappelle que, pour tout z dans F, il
existe un unique vecteur y de V' tel que = —y soit orthogonal & V', i.e. pour z dans V', (x — y| z) = 0.
Ce vecteur est appelé projection orthogonale de x sur V.

8. Démontrer que si V' est un sous-espace vectoriel de dimension finie de E, alors pour tout = € E,
la projection orthogonale de x sur V' est 'unique élément y € V vérifiant d(z, V) = ||z — y||.

Pour toute suite finie (x1,x2,...,2,) € E", on désigne par G(z1,z2,...,Ty,) le déterminant de la
matrice de GRAM d’ordre n définie par :

(w1 |w1) (@ifa2) -+ (21]|n)
My, 1) = (w2 | 1) (2! 2) (z2]2n)
9. Démontrer qu'on a G(z1,x2,...,Z,) = 0 si et seulement si la famille (x1,za, ..., x,) est liée.
10. On suppose que la famille (x1,z2,...,2,) est libre et 'on désigne par V 'espace vectoriel
G(l’l, L2y vyTp, :E)

qu’elle engendre. Démontrer, pour tout z dans E, d(z,V)? =
G(x1,xe,...,2)

D - Comparaison des normes N, et Ny

Pour toute partie A de C([0;1]), on note A ot A les adhérences de A pour les normes N, et
Ny, respectivement. Pour f € C([0;1]), la notation d(f, A) désigne toujours la distance de f a A
relativement a la norme Ny (on ne considérera jamais, dans I’énoncé, la distance d’un élément &
une partie relativement a la norme N ).

11. Démontrer que pour tout f dans C([0;1]), on a Na(f) < Noo(f). En déduire que pour toute
partie A de C([0;1]) on a A™ C A,
On consideére l'ensemble Vj donné par Vo = {f € C([0;1])] f(0) = 0}.



12.
13.

14.

15.

16.

Démontrer g € 702. (On rappelle que ¢ désigne la fonction constante 1.)

En déduire que Vj est dense dans C([0;1]) pour la norme N», mais n’est pas dense pour la
norme No

Démontrer que si V' est un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel normé, alors son adhé-
rence V est également un espace vectoriel.

Démontrer qu'un sous-espace vectoriel V' de C([0;1]) est dense pour la norme Ny si et
seulement si pour tout entier naturel m, ¢,, € v

En déduire qu'un sous-espace vectoriel V de C([0;1]) est dense pour la norme Ns si et
seulement si pour tout entier naturel m, ¢, € V".

E - Un critére de densité de W pour la norme N,

Pour tout n dans N, on note W), I'espace vectoriel engendré par la famille finie (), Jo<k<n-

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Démontrer que espace W est dense dans C'([0;1]) pour la norme Ny si et seulement si, pour
tout entier naturel p, limd(y,, W,) = 0.
n

. Ak — p
Démontrer que pour tout p dans R4, d(p,, Wy,) .
que p 7 + d(pu Tw HAk+u+1
Démontrer que pour tout p dans R4 la suite (‘k_M) tend vers 1 si et seulement

si la suite (A\;)ken tend vers +oo.

= )
T+p+1
En déduire que I'espace W est dense dans C([0;1]) pour la norme Na si et seulement si la

(On pourra pour cela étudier les variations de la fonction z € [0; ] —

série Y — est divergente.

Ak

F - Un critére de densité de W pour la norme N

1
Démontrer que si W est dense dans C([0;1]) pour la norme N, alors > " est divergente.
k

n
Soit ¥ dans W,,. On note ¢ = Z arpy,- Démontrer que si on a A\, > 1 pour tout £ dans
k=0

n
[0;n], alors pour 1 > 1, on a : Noo(p, — 9) < Na (MSpu—l = ak)\kSDAk—1>~
k=0
On suppose que la suite (Ag)ren vérifie les deux conditions suivantes :

(1) + A=0
(13) : Mg > 1 pour tout k > 1.

1
Démontrer que sous ces conditions, si la série > " est divergente, alors W est dense dans
k

C([0;1]) pour la norme No.

Démontrer que la conclusion précédente est encore valable si on remplace la condition (i7)
par la condition plus faible :
N/ .
1)+ inf A\p > 0.
(i7) Inf A
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Question préliminaire

1. Soit Z axpx = 0 une relation de dépendance linéaire entre les éléments de la famille (¢))>0,
A>0

avec (ay)x>o une famille presque nulle de réels. On note I I’ensemble fini des indices X tels

que ay # 0. Si I est non vide on pose n = Card(l) et I = {\; |1 <k <n}. Comme les fonc-

tions ¢, sont de classe C™ sur ]0;1], on peut dériver la relation de dépendance linéaire et

la multiplier par 'identité. On obtient alors Z ax Ay = 0 et on peut itérer le raisonnement.

A>0
n

En particulier pour 0 < p < n — 1, il vient Z a,\k)\zgm\ = 0, en évaluant les relations obte-
k=1

nues en 1. Le déterminant de VANDERMONDE des (Ag)i<k<n—1 étant non nul par hypothese,

on en déduit que tous les a; sont nuls. Cette contradiction assure que I est vide et donc

la famille (¢x)r>0 est une famille libre de C'([0;1]).

Remarque : la famille (¢))r>0 est une famille de vecteurs propres pour des valeurs propres
distinctes de 'endomorphisme de C*°(]0;1]) défini par y — xy/. Ils forment donc une famille
libre.

A - Déterminants de CAUCHY

n
Ay
2. On di de (A tel R = .
n dispose de (Ag)1<k<n tel que kz::l X100
On a
1 1 1
a1 +by a1 +b a1 +b
L0 102 1700
D, = as+ b1 as + by az + by,
1 1 1
an +b1  ap+ bo an + by,
et donc, par multilinéarité du déterminant,
1 1 A,
a1 +by a1 +b a1 +b
1 1 1 1 1 2 1An n
A, D, = |a2+b1 az+bs az + by,
1 1 An
an +b1  ap + b an + by,

En rajoutant la combinaison linéaire des n — 1 premieres colonnes obtenue en les multipliant
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respectivement par Aq, ..., A,_1, on obtient
1 1
R(a
a1 +b1 a1+ b (@)
1 1
R(ag)
A, D, = as +b1  ag+ by
1 1
R(a
an +b1  ap+bo (ax)
Or R(a1) = --- = R(ap—1) = 0 par définition de R et donc, en développant par rapport a la

derniére colonne, il vient ’AnDn = R(an)Dp—1. ‘

3. Si la famille des (ax)i<kg<n n’est pas formée de réels tous distincts, alors deux lignes de la
matrice définissant D,, sont égales et donc D,, = 0. De méme si tous les (by)i<k<n ne sont
pas tous distincts, on a affaire a deux colonnes égales et donc D,, = 0. Dans ces deux cas la
formule demandée est vraie. On suppose maintenant qu’on n’est pas dans ces cas.

On va démontrer le prédicat (H,,) par récurrence sur 'entier m dans [1;n] :

I (a5 —a)(b;—b)

(H,) : Dy = 1<i<j<m
H (ai + bj)
1<i,5<m
, . , . . 1
Pour m = 1, le numérateur est, par convention, égal a 1, et on a bien D = o
a1 1

Soit m dans [1;n — 1] tel que (H,,) soit vrai. On applique ce qui préceéde en prenant pour
n U'entier m + 1. Alors R est une fraction rationnelle de degré strictement négatif a poles
simples, et donc sa décomposition en éléments simples est de la forme décrite dans la question
précédente, i.e. on dispose de (Ag)1<k<m+1 dans R™T! tel que

iy (X —a) RN Ay
(X +be) o X+ b

En multipliant 1’égalité précédente par X + b, +1 et en évaluant en —b,, 41, il vient

Hzlzl(_bm—i-l - ak)
[Txey (=bmg1 + b)

Cette derniere quantité est donc non nulle et il vient

Am+1 =

(aj — ai)(bj — bz)
R(am+1)Dm  1<i<j<m+1
Am+1 I (ai+0b)

Dm+1 = g
1<i,j<m+1

D’apres le principe de récurrence, on en conclut que (H,,) est vraie, i.e.
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IT (a5 —a)(b;—b;)

B - Distance d’un point 4 une partie dans un espace normé

4. Soit z dans E. Alors la distance d(z, A) est nulle si et seulement s’il existe une suite (ay,)
de points de A tels que d(z,a,) — 0, par définition de I'infimum. Cette derniére condition
exprime que z est limite de points de A, i.e. qu’il est adhérent a A. On a donc

‘d(x, A) = 0 si et seulement si x est adhérent a A. ‘

5. Soit (A,)n>0 une suite croissante de parties de £ de réunion égale a A et x dans E. Par
croissance de (4,,), la suite (d(x, A,)) est décroissante et par inclusion de A, dans A, cette
suite de distances est minorée par d(x, A). Par conséquent elle converge vers son infimum.
Soit maintenant d un réel tel que d > d(z, A). Par définition, il existe donc a dans A tel
que d(z,a) < d et donc on dispose de n dans N tel que a € A, et donc d(z,A4,) < d. 11
en résulte que d n’est pas un minorant de la suite (d(z, Ay)). Par conséquent d(x, A) est
le plus grand des minorants de la suite (d(x, A,)), donc son infimum et donc sa limite, i.e.
|d(x,lim 1 A,,) = lim,, d(, Ay). |

6. Puisque B est une boule fermée, B est fermée et bornée. Comme V est de dimension finie, il

est fermé et donc BNV est compact en tant que fermé, car intersection de deux fermés, et
borné, car inclus dans un borné, dans un espace de dimension finie : ‘B NV est compact. ‘
Puisque BNV C V, on a d(z,V) < d(x, BNYV). Puisque BNV contient 0, d(x, BNV) <
d(xz,0) = ||z||. Si d(z,V) = ||z||, alors a égalité dans toutes ces inégalités et donc d(z,V) =
d(x,BNV).
Sinon, soit (z,,) une suite de points de V' telle que d(z, x,,) converge vers d(z, V') avec d(z, V) <
|z]|. On en déduit qu’a partir d’un certain rang la suite (z,,) est a valeurs dans BNV et
donc, a partir de ce rang, d(z,BNV) < d(x,z,). En passant a la limite on en déduit
d(xz,BNV) <d(z,V) et, finalement, ‘d(x, V)=d(z,BNYV). ‘

7. Comme BNV est compact, 'application y — d(z,y), définie sur BNV, atteint son minimum,
i.e. d(x, BNV) est atteinte. D’apres la question précédente il en va de méme pour d(z,V) :

‘il existe y dans V tel que d(z,V) = ||z — y||. ‘

C - Distance d’un point a un sous-espace de dimension finie dans un espace
préhilbertien.

8. Soit V' un sous-espace vectoriel de dimension finie de F, x dans F et y la projection orthogonale
de z sur V. Soit enfin z dans V. D’aprés le théoréme de PYTHAGORE, on a |z — z||* =
|z —y||*> + ||y — 2||* et donc d(z,y) < d(z, z) avec égalité si et seulement si y = z :

‘la projection orthogonale de  sur V est 'unique élément y de V' tel que d(z, V) = ||z — y||. ‘
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9.

10.

11.

12.

Soit (A;)1<i<n des scalaires et C' la combinaison linéaire correspondante des colonnes (C;)1<i<n
n

de M(z1,...,2y) : C = Z A;C;. Si une telle combinaison linéaire est nulle alors le vecteur
i=1
n
Z Aix; est orthogonal a 1, ..., x, et donc aussi a lui-méme, par linéarité du produit scalaire.
i=1

Ce vecteur est donc nul. Réciproquement toute relation de dépendance linéaire pour la famille
(xi)1<i<n fournit une relation de dépendance linéaire des colonnes (C;)1<i<p. Il en résulte que

le rang de M(x1,--- ,x,) est n si et seulement si le rang de (z1,---,z,) est n, ie. par
contraposée
‘G(l‘l,l‘g, ..., xy) = 0 si et seulement si la famille (21, z2,...,z,) est liée. ‘

Soit « dans E, y la projection orthogonale de x sur V' et (\;)1<i<p une famille de scalaires telle
n

que y = Z Aiz;. En retranchant la combinaison linéaire Y ;' ; \;C; de la derniere colonne de

M (x4, - -Z::,la:n, x), on obtient
(@1 |z1) (z1]z2) -+ (zi]an) (1|2 —y)
(@2 |z1) (z2]22) -+ (22]|20) (22|22 —Y)
G(:L’l,"' ’:me) =
(@[z1) (xlz2) - A(z]zn) (2]z-—Y)

La derniére colonne est identiquement nulle & I’exception du dernier terme qui vaut (z |z — y)
ouencore (x —y +y |z — y), soit (x — y | x — y) par orthogonalité de x—y avec y. Il vient donc,
en développant par rapport a la derniére colonne, G(x1, -+ ,zp,x) = ||z — yH2 G(z1,- - ,xn).

D’ot, puisque d(z, V) = ||z — y||, | d(z, V)? = G@y, 2, Tn, )

G(ZL‘l,ZL‘Q, . ,:En) '

D - Comparaison des normes N, et Ny

Soit f dans C([0;1]). Comme f est continue et [0;1] compact, Noo(f) est bien définie et est
un majorant de | f| sur [0; 1 ]. Comme f est continue, |f|2 aussi et No(f) est également bien dé-
fini. De plus |f|2 étant majoré par Noo(f)2, I'inégalité de la moyenne donne ‘ No(f) < Noo(f). ‘
Il en résulte que l'identité est une application linéaire continue, car 1-Lipschitzienne, de
C([0;1]) muni de Ny, dans C([0;1]) muni de No. Par conséquent si une suite de C'([0;1])
converge pour N, son image par l'identité converge pour No vers I'image de la limite par
lidentité, i.e. vers la méme limite. On en conclut que si z appartient & A, il est limite de

points de A pour N, donc pour Ny et est donc dans ZQ, fe. |A® c A°.

On considére, pour n dans N la fonction f, affine par morceaux valant 0 en 0, 1 en 27" et
constante sur [27", 1]. Cette une fonction continue puisqu’affine par morceaux et continue en
ses changements de pente. Comme f,(0) =0, on a f,, € V.

4
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

De plus | f, — ol est nulle sur [27"; 1 ] et majorée par 1 sur [0; 27" ]. L’inégalité de la moyenne
entraine donc Na(f, — @) < (2_”)1/2 et ainsi f, — g pour la norme Ny. Par conséquent

—2
wo € Vo
Soit f dans C([0;1]). On a f = (f — f(0)po) + f(0)po. Si f, est une suite de points de
Vo tendant vers g, par linéarité de la limite, la suite f — f(0)po + f(0)f, converge vers f.

Comme c’est une suite de points de Vj, il en résulte f € 702 et donc
“/0 est dense dans C([0;1]) pour NQ.‘

Soit maintenant ( f,,) une suite de points de Vj tendant vers ¢y pour Nu. A partir d’un certain
rang, on a Noo(fn — ¢o) < 1 et en particulier |f,(0) — ¢o(0)| < 1, ce qui est contradictoire
avec fp, € Vj et po(0) = 1. Donc ¢ n’est pas dans 'adhérence de Vj pour N4, et donc

“/0 n’est pas dense dans C([0;1]) pour N. ‘

Soit V' un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel normé. Son adhérence contient V' et
n’est donc pas vide. Elle est stable par combinaison linéaire par linéarité de la limite et donc

V est un espace vectoriel.

Soit V' un sous-espace vectoriel de C'([0;1]). Si V est dense dans C([0;1]) pour Noo, son
adhérence contient tous les @, pour tout entier naturel m. Réciproquement si tel est le cas,
I’adhérence de V' pour N, contient donc toutes les fonctions polynomiales et donc I'adhérence
de cet ensemble, i.e. tout C([0;1]) d’aprés le théoréme de WEIERSTRASS, i.e.

V est dense dans C([0;1]) pour Ny si et seulement si, pour tout entier naturel m, ¢, €
VOO

Comme précédemment, la condition est nécessaire. Si la condition est remplie, V2 est un
espace vectoriel, d’apres la question 14, contenant les ¢, pour m dans N et est donc dense
dans C([0;1]) pour N, d’apres la question 15, et donc aussi pour No d’aprés la question
11. Mais I'adhérence V~ étant fermée (pour Na), cela veut dire qu’on a V= C([0;1]).
D’ou

V est dense dans C'([0;1]) pour Ns si et seulement si, pour tout entier naturel m, ¢, € V2.

E - Un critére de densité de W pour la norme N,

D’apres la question 16, W est dense pour Ns si et seulement son adhérence pour No contient
les ¢, pour p dans N. D’apres la question 4, cela équivaut a d(¢,, W) = 0 et donc aussi,
d’apres la question 5 et le fait que W est réunion croissante des W, a lim, d(¢,, Wy) = 0,
i.e.

I'espace W est dense dans C'([0;1]) pour la norme N si et seulement si lim d(¢,,, W,,) =0
n
pour tout entier p > 0.

On a W,, = Vect (pry, -+ ,@x,) et cette famille est libre, d’apres la question 1. Or la norme
Ny dérive d’'un produit scalaire et W,, est de dimension finie. La distance cherchée est donc
donnée par la formule obtenue en question 10.
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19.

20.

Pour A et 4 dans Ry, on a

1

1
= Mrdt= ———
(ol en) = | T

et on en déduit que les matrices de GRAM apparaissant dans la formule de la question 10
sont des déterminants de CAUCHY (de tailles n + 2 et n + 1) obtenus pour a;11 = A; + 1 et
biv1 = A, pour 0 < i < n, et apr2 = p+ 1 et byyo = p. La formule de la question 3 donne

directement . )
ol — A
d(SO;u Wn)2 — ka(r)L(:u k) 5
2+ 1) Tlr—o (A + 1+ 1)
et donc, par positivité des A\; et de p, | d(p,, Wp) ﬁ A = g
’ ’ o ~0u+ R
Si la suite (M) tend vers +oo, alors |A\p — p| = A — p & partir d’'un certain rang et donc
=Ml
w+ A+ 1
—A
Réciproquement, supposons que la suite H tende vers 1. Si la suite (\;) ne diverge
k

pas vers l'infini, elle admet une sous-suite bornée et donc aussi une valeur d’adhérence d’apres
le théoreme de BOLZANO-WEIERSTRASS. Si A est cette valeur d’adhérence, par continuité de

i
w4z +1
absolue avec une fraction rationnelle sans pole sur Ry ), on a |A — u| = A+ p + 1. Mais, par
inégalité triangulaire, on a |A — pu] < A+ p < A+ p+ 1 et cette contradiction assure que la
suite (Ag) diverge vers +o0.

la fonction z — sur R (ce qui est le cas puisque que c’est la composée de la valeur

Ak — 1

la suite
<)\k +p+1

) tend vers 1 si et seulement si la suite (A;)ren tend vers +oo.
keN

Montrons que la condition est nécessaire. On écrit la condition de la question 18 pour p = 0.

On a donc
n

s =T 25 =T 1+ 5)

Cette distance tend vers 0 si et seulement si le logarithme de son inverse tend vers +o0, i.e.

1
si et seulement si la série Z In (1 + )\) diverge vers +o00.
k

Si (Ag) ne diverge pas vers +o0, cette série est grossierement divergente. Sinon, comme c’est

1
une série & termes positifs dont le terme général est équivalent a celui de la série Z o ces
k

1
deux séries sont de méme nature et donc si d(pg, W) tend vers 0, alors Z = diverge.
k

Réciproquement, soit p dans N.
Si (Ag) ne diverge pas vers 400, d’apres la question 19, In(d(y¢,, Wy)) est une série grossie-
rement divergente, & termes négatifs, donc d(y,, Wy,) converge vers 0 et, d’apres la question
17, W est dense dans C'([0;1]).
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21.

22.

1
Supposons maintenant que la suite (A;) diverge vers +oo et que la série Z)\— diverge.
k
Comme elle est & termes positifs, elle diverge vers +o00. Pour A > u, on a

_ln<‘*k—ﬁ4) :m(Akﬂ”l) :1n<1+2“+1)
Ap+p+1 Ak — Ak — [

et donc, en reprenant I'argument précédent a 'envers, —In(d(¢,, Wy)) est une série a termes

(cette série étant définie a partir d’un certain rang

seulement, a priori).
1 1
Comme (\g) diverge vers 400, SvEiadsw et donc cette derniere série est de méme nature
E—H k

2 1
que Z K /\—: et est donc divergente (vers +o00). Il en résulte que d(¢,, W,) tend vers 0 et
donc que W est dense dans C'([0;1]).

1
L’espace W est dense dans C([0;1]) pour la norme Ny si et seulement si la série Z —
o Ak

est divergente.

F - Un critére de densité de W pour la norme N,

D’apres la question 11, W est dense pour N, impose qu’il le soit pour No et donc, d’apres
la question 20,

1
si I'espace W est dense dans C'([0;1]) pour la norme N, alors la série Z " est divergente.
Lk

Avec les notations de 1’énoncé

n
Neoo(p —%) = sup |2V — Z apa™F
0<z<1 0
x n z
=  sup M/ t“_ldt—ZakAk/ AL I/
o<z<1| Jo = 0

uth— 1 Zak)\kt)\k 1

o |
0<z<1J0

S / t“ 1 Zak)\kt)"“ 1

D’apres I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, il vient

NOO(QDH —9) < Ny (Msou—l - Z ak)\k@kk—1>-
k=0
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23.

24.

Pour k € N*, on pose ur = A\ — 1. Si la suite (A;) ne diverge pas vers Uinfini, il en est de

méme pour la suite (). Sinon les séries de leurs inverses sont des séries a termes positifs de
1

termes généraux équivalents et donc de méme nature. Il en résulte que la série Z — diverge

n
et donc que la famille (¢, ) est dense dans C([0;1]) pour Ny d’apres la question 20.

Soit alors p dans N*, on a alors ¢,_1 qui est dans ’adhérence pour No des (¢, ) et donc,
d’apres la question 22, ¢, est dans 'adhérence pour Nu, des (¢y,). Comme ¢g est dans W

par hypothese, on conclut grace a la question 16 que ’ W est dense dans C([0;1]) pour Nuo. ‘

A
Posons a = infy>1 A\ et, pour k£ dans N, up = 2k Alors le résultat précédent s’applique
= Q

1 1
a (ug) puisque les séries Z — et Z " sont de méme nature. Il en résulte que 'espace
223 k

engendré par les ¢, est dense pour No dans C([0;1]).

Or @, est une bijection de [0; 1] sur lui-méme, de sorte que, pour tous f et g dans C'([0;1]),
ona Noo(f—9) = Noo(fopa—gopa). Il en résulte que si les ¢, sont denses, il en est de méme

pour les ¢, 0@q. Or ¢, 0@ = @y,. Donc | W est dense dans C([0;1]) pour la norme N.




