PREMIERE COMPOSITION
MiNEs-PonNTs 2012 — MP
Réduction de certaines matrices de coefficients binomiaux
Le but du probléme est d’étudier la réduction de matrices définies a partir d’un résultat sur les dénombre-
ments de certaines familles entiéres, en utilisant les propriétés des polynémes réciproques.

Les parties A, B et C sont indépendantes.
PARTIE I - Equations algébriques réciproques

On note R[X] l'algeébre des polynémes & coefficients réels. Si P est dans R[X], on note deg(P) son degré. Si
n est un entier naturel, R,,[X] désigne le R-espace vectoriel des polyndémes P de R[X] tels que deg(P) < n.

1) Montrer que si n est un entier naturel, 'application u, : R,[X] — R,[X] donnée par la formule
U, (P)(X) = X"P(5) est bien définie, et que c’est une symétrie.

Un polynéme R de R[X] est dit réciproque de premicre espéce s'il est non nul et invariant par uqeg(r); il
est dit réciproque de deuxieme espece s'il est non nul et transformé en son opposé par ugeg(r).- On note P
(respectivement D) I'ensemble des polynomes de R[X] réciproques de premiére (respectivement de deuxiéme)
espeéce.
2) Donner une condition nécessaire et suffisante sur ses coefficients pour qu'un polynéme non nul de R[X]
appartienne a P (respectivement & D).

3) Etablir que si R dans R[X] est réciproque (c’est-a-dire R € P U D) et z est une racine de R, alors
est non nul et % est aussi une racine de R. Montrer par ailleurs que tout polynéme de D admet 1 pour
racine, et tout polyndme de P de degré impair admet —1 pour racine.

4) Etant donné trois polynémes P, Q, R de R[X] tels que P = QR, montrer que si deux d’entre eux
sont réciproques, alors le troisieme 1’est aussi. Etablir un lien entre les espéces de ces trois polynémes
réciproques.

5) Vérifier P € P = (X — 1)P € D. Réciproquement, montrer que si D appartient a D, il existe un
unique P dans P tel que D = (X —1)P?

6) Etablir un résultat analogue caractérisant les polynémes de P de degré impair dans R[X].
1 1
7) Montrer que si p est un entier naturel, il existe un unique P dans R[X] tel que Xp+ﬁ =P <X + X) .
Quel est le degré de P?
Soit R dans R[X] réciproque n’admettant ni 1 ni —1 comme racine.

8) Montrer que R est réciproque de premiere espece et de degré pair. En déduire qu’il existe P dans R[X]
tel que pour tout x dans R*, on ait ’équivalence R(x) = 0 < P(z + %) = 0. Y a-t-il unicité du
polynéme P ? de deg(P)?

PARTIE II - Un probléme de dénombrement

Sii et j sont des entiers strictement positifs, on note S; ; (respectivement S; ;) 'ensemble des familles u avec
u = (ug)o<k<i & valeurs dans N telles que ug =1 et ug + - - - +u; = j (respectivement ug + - - - +u; < j).
La notation f|g désigne la restriction d’une application f & une partie £ de son ensemble de départ.

9) Vérifier que S; ; et S sont des ensembles finis et montrer que I'application de S;;1 ; dans S donnée
par u — u[o;;] est b1en définie et bijective.

Dans toute la suite du probleme, on note s; ; et s; ; les cardinaux respectifs de S; ; et S; ;
/ / A s / / /
10) Montrer s; ;. = sij+1 + 5; ; et en déduire si 4 ;1 =8} ;11 + (41 ;-
Pour p et ¢ entiers naturels, on note (Z) le nombre de parties & ¢ éléments d’un ensemble a p éléments.

11) Montrer s; ; = (iﬂ;_l) et en déduire la valeur de s; ;.



PARTIE III - Polynéme caractéristique d’un produit de matrices

Sin est un entier strictement positif, .4, (R) désigne la R-algébre des matrices carrées d’ordre n a coefficients
réels, d’élément neutre I, pour la multiplication. On note GL,, (R) ’ensemble des matrices inversibles de
Mp(R). Si M appartient a .#,(R), on note det(M) son déterminant et x s son polyndme caractéristique.
Dans cette partie, on démontre que pour tous A et B dans .#,,(R), on a 1'égalité xap = xpa.

12) Etablir le résultat lorsque A est inversible.

13) Conclure en considérant la suite (A — +1,)pen+

PARTIE IV - Etude spectrale de certaines matrices

Soit n un entier naturel. On considére désormais les matrices S de .4, 1(R) données par S = (s; j)1<i j<n+1
! 12 N / s s . .
et §' = (Si,j)lgi,anH ol s;j et s; ; ont été définis dans la partie II

14) Montrer que S est diagonalisable. La diagonaliser pour n = 0 et n = 1, et calculer xg pour n < 2.
+oo
15) Montrer que 'application ¥ :(R,,[X])? — R définie par la formule ¥ (P, Q) = P(t)Q(t)e " dt est
0

un produit scalaire. On suppose désormais R,,[X] muni de celui-ci.

16) Vérifier que la famille B donnée par B = (By,...,By) et B; = )f—,, est une base de R,,[X] et évaluer
Y(B;, Bj) pour 0 < i,j < n. En déduire que le spectre de S est inclus dans R’ . Que peut-on en
conclure sur les rangs de S et de S’ ?

Pour i dans [0;n], on note f; : R — R Papplication définie par f;(t) = t‘e~*. La notation f*) désigne la
dérivée k-ieme d’une fonction de R dans R.

17) Pour ¢ dans [0;n] fixé, vérifier que pour tous j et k entiers naturels, fi(j )(t) = 0t 5100 (t’k). Montrer
que la formule suivante

(1)
WeR  Lit) = (1) dWe

définit un polynoéme L; dans R[X] dont on déterminera les coefficients.
18) Montrer que £, donné par £ = (Lg,...,Ly), est une base orthonormale de R,[X]. (On pourra au
préalable calculer ¥(L;, B;) pour j <1.)
On considére 'endomorphisme 7 de R,,[X] défini par 7(P) = P(X — 1). On note T sa matrice dans la base
canonique (1, X, X2,..., X™) et U son inverse, i.e. U = T~ 1.

19) Expliciter T et U et les comparer & la matrice de passage de B a £. En déduire S en fonction de U,
puis les valeurs de det(S) et det(S").

On considere la matrice D de 4,41 (R) définie par D = (d; j)1<i j<n+1 €t
(1) sii=

dij:

)

0 sinon.

20) Calculer (DU)? et en déduire que S~! est semblable & U ‘U, ot ‘U désigne la transposée de U.

21) En conclure que xs est un polynéme réciproque et préciser de quelle espece.
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PARTIE I - Equations algébriques réciproques

La précomposition par % et la multiplication par X™ étant toutes les deux des applications linéaires
sur R(X), u, est une application linéaire de R,[X] dans R(X) comme restriction de leur composé.
On considére (X*)g<x<, la base canonique de R,,[X]. Comme on a, pour k € [0;n], u,(X*) = X"k
I'image de u,, est incluse dans R, [X] et comme u? coincide avec l'identité sur la base canonique,

est bien définie et c’est une symétrie. ‘

n
Soit P dans R[X], non nul de degré n. On dispose de (ax)o<r<n des réels tels que P = Z arX". Le
k=0
calcul précédent montre que ‘ P appartient & P si et seulement si V& € [0;n] ar = apn—k ‘ et

‘ P appartient & D si et seulement si Vk € [0;n] ar = —an—g. ‘

Soit R dans R[X] réciproque, de degré n. D’aprés ce qui précede son terme constant est égal ou opposé

a son coefficient dominant et donc R est de valuation nulle, i.e. ’ R n’admet pas 0 comme racine. ‘

Soit maintenant = une racine de R. En considérant la fonction polynomiale associée, on a R(%) =

~L-R(x) = 0 et donc | L est aussi une racine de R.

Si R est dans D, alors R(1 Zak = Z —Qn_k) Z ay, par réindexation et donc R(1) =0, i.e.
k=0 k=0

‘ R admet 1 pour racine. ‘

n n n
Si R est dans P et n est impair, alors de méme R(— Z k= Z(—l)kan_k = Z(—l)"’kak
k=0 k=0 k=0
par réindexation, soit R(1 Z ar = —R(1) et donc R(—1) =0, i.e. ‘R admet —1 pour racine. ‘

Soit P, @, R dans R[X] tels que P = QR. Si 'un des trois polynémes est nul, alors par intégrité
de R[X], au moins deux d’entre eux sont nuls. En particulier si deux d’entre eux sont réciproques,
aucun n’est nul. Il en résulte deg(P) = deg(Q) + deg(R) et donc ugeg(p)(P) = Udeg(Q)(Q)Udeg(r) ()
car Xdea(P) — xdes(Q) xdes(R) Soit (ep,eq,er) dans {—1,1}° avec ep = egep. Lintégrité de R[X]
et la regle des signes donnent

Udeg(P)(P) = ePP A taeg() (@) = €QQ) Ugeg(P)(P) = epP
O h105@)(@) = 20 A ey () = 0P €t s (Q) = 20
oU Ugeg(p)(P) = epP A tigeg(r)(R) = erR et Ugeg(r)(R) = erR

ie. ‘ si deux d’entre eux sont réciproques, alors le troisiéme 1’est aussi. ‘La regle des signes montre qu’il
y a un nombre pair de polynémes de seconde espece, i.e.

‘deux d’entre eux sont méme espece si et seulement si le troisieme est de premiére espéce.

Puisque X — 1 est un polyndme réciproque de seconde espece, si P et D sont deux polynoémes
dans R[X] vérifiant D = (X — 1)P, la question précédente montre que P est un polynéme réci-
proque de premiere espece si et seulement D est un polynéme réciproque de seconde espéce. On en

conclut en particulier | P € P = (X —1)P € D.‘ Par ailleurs la question 3 montre que tout poly-

néme D dans D est factorisable par X — 1, i.e. s’écrit D = (X — 1)P avec P dans R[X]. Un tel
P est unique puisque X — 1 est non nul et R[X] est integre. L’équivalence précédente donne alors

il existe un unique P dans P tel que D = (X — 1)P. ‘
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6)

Comme X + 1 est un polynéme réciproque de premiere espece, la question 5 montre QQ € P —
(X +1)Q € P. De plus, comme @ n’est pas nul, le degré de (X + 1)Q est de parité différente de celui
de @. Réciproquement si P est dans P de degré impair, la question 3 montre que P est factorisable
par X + 1, i.e. s’écrit P = (X 4+ 1)@ avec @ dans R[X]. Un tel @ est unique puisque X + 1 est non nul
et R[X] est intégre. L’équivalence précédente montre alors que @ appartient & P. Il est en particulier
non nul et de degré pair. En conclusion, pour P dans R[X], on a

‘ P € P Adeg(P) impair <= 3!Q € P (P = (X +1)Q A deg(Q) pair). ‘
Puisque ’égalité entre deux fractions rationelles de R(X) entraine leur égalité dans C(X) et que U

est infini, pour p entier et P dans R[X], on a, en utilisant la formule ’EULER avec z = e,

Xp—i-% :P(X+)1(> <= Vze Ul 4+2P =P(z+7%) <= V0 € R 2cos(pf) = P(2cos(0)) .

Soit T}, le p-ieme polynéme de TCHEBYCHEV, i.e. tel que V8 € R T, (cos(d)) = cos(pd). Un polynéme
P vérifiant la derniére égalité est donc égal & 27),(X/2) sur [—2;2], donc sur R. La réciproque étant

1 1
directe | il existe un unique P dans R[X] tel que X? + X5 = P (X + > Puisque T}, est de degré

X
p, il en va de méme pour P : |deg(P) = p.

Remarque : on peut démontrer I'existence de 7}, ainsi. La formule d’EULER entraine que pour tout
entier naturel n, cos” est une combinaison linéaire de (cx)o<k<n OU ¢k : 0 +— cos(kd). Et plus pré-

cisément (1,cos,...,cos?) est I'image de (1,cos,...,cp) par une matrice triangulaire de diagonale
(1,1, %, cee zp%l) Comme cette matrice est inversible ¢, est combinaison linéaire de (1, cos, ..., cos?),

i.e. un polynéme en cos. Plus précisément un polynoéme de degré p et de coefficient dominant 2P~1 (si
p>1) et 1 sinon.
Remarque (bis) : on peut également démontrer le résultat directement. Pour p entier on a

1 1 1 1
_ — p+1 _ P =
Xp+2<X+X><X +Xp+1) <X+Xp).

L’existence de P en résulte par récurrence en posant Py = 2, P, = X et, pour n entier, P,1o =
XP,i1—P,. Deplus x — z+ % prend un nombre infini de valeurs sur R* (par exemple car c’est une
fonction continue non constante et en vertu du théoréme de BOLZANO, dit des valeurs intermédiaires)

XP2 4

1
et donc Q — Q@ (X + X) de R[X] dans R(X) est linéaire (car la précomposition ’est) et de noyau

réduit & {0}, de ce fait est injective. L’unicité de P en résulte. Enfin la relation de récurrence définissant
la suite (P,) entraine deg(P,) = n.

D’apres la question 3 ‘R est réciproque de premiere espece et de degré pair. ‘ On dispose donc de n

1 n—1
tel que deg(P) = 2n et alors ﬁP s’écrit, d’apres la question 2, a, + Zak (X" + XF) et
k=0
1 = 1
donc, avec les notations de la question précédente et en posant P = §P0 + arPn_k, ﬁR =
k=0

1
P (X + X>' En considérant les fonctions rationnelles associées sur R*, il vient pour tout = dans R*

R(z) =0« P(z + %) = 0. | Cette propriété est partagée par tout autre polyndme de la forme PQ

avec () sans racine réelle, par exemple Q = X2 + 1, ce qui montre que

‘ni P, ni deg(P) ne sont uniquement déterminés par 1’équivalence précédente.
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9)

10)

11)

12)

13)

PARTIE 1II - Un probléme de dénombrement

Comme on a affaire & des sommes d’entiers naturels toute famille appartenant & .S; j ou S} ; est consituée
’ 9.

d’entiers inférieurs a j, donc ces deux ensembles sont inclus dans [0; j]* et donc

Sij et S,’;j sont des ensembles finis. | Soit u dans Siy1;, on note u' = wpo,p. Par définition on a

K2
uy = up = 1 et Vk € [1;4] uj, = ux € N. Enfin Zuﬁc = j —wuyy1 < j par positivité de ;.

k=0
On en déduit que lapplication u + u' est bien définie. On la note . On définit @ sur Sg’j par
Y(u) = (ug,...,u;,J —ug — -+ — u;). Par définition de SZ{J-, ¥ est a valeurs dans Sij41,; et on a

Yop=1Idg,,, et pothp= Ids;yj. Donc u + uypp,; est | bien définie et bijective de S;y1 ; dans ngj.

Onal[l;j+1]={j+ 1} +[1;4] et donc
Siim={veS i uwt Fu=j+1}+{ue S [ut+ - +u<j}

en notant A 4+ B la réunion disjointe de deux ensembles A et B. En prenant les cardinaux, il vient

7 — 7 . R - ’ .
i j+1 = Sij+1 + s; ;. | La question 9 entraine ;11 j41 > 5; ;1 et donc en prenant les cardinaux et en

appliquant la relation précédente en ¢ + 1, il vient 5;+1,j+1 = 5§,j+1 + sgﬂ,j.

A wu dans S{yj on associe 'ensemble {uy + 1,u1 +ug +2,...,u1 +---+u; +4}. Par positivité des
termes de u, ona l <wu;+1 < uytu+2<---<wu +--+u +17<i+j—1 de sorte que
Pensemble considéré est une partie de cardinal ¢ dans [1;7 4+ j — 1]. Réciproquement pour une telle
partie, notée A, on ordonne ses éléments notés (ay) de sorte quonal <a; <ag <---<a; <i+j—1

et on lui associe u donné par u; =ay; — 1, us =as—a; —1, ..., u; = a; —a;—1 — 1. Par construction on
obtient ainsi une bijection de S} ; dans 'ensemble des parties de cardinal i dans [1;7 + j — 1] et donc
s;J = (iﬂ;_l). On en déduit, d’apres la question 9, que pour ¢ > 1 ona s; ; = s;_lyj = (;fjl) Comme

i+j72).

ona Sy ={(1,j—1)} et donc s1; = 1, cette formule est encore vraie si i =1, i.e. |s;; = ("17]

!

2,
ce n'est pas exigé! Pour le faire on introduit le prédicat sur N* donné par (l%n) 1 V(i,5) € (N*)?,
i+j—1=n=s;; = (7). D'une fagon générale on a s} ; = Card {(1,k) |k € [0;j — 1]} = j = (})
et s;, = Card{(1,0,...,0)} =1 = (:) En particulier (Py) est vrai. Soit alors n dans N* tel que
(P,,) est vrai et (i,j) dans (N*)? tels que i +j —1 =n+ 1. Sii =1 ou j = 1, 'étude précédente
montre s; ; = (”jl) Sinon 'hypothese de récurrence et la relation de PASCAL fournissent, en utilisant

la relation de la question 10 : s} ; = s} 4 ;+s;, 1 = (;"}) + (7) = (") et I'hérédité en découle.

Remarque : 'esprit du probleme est sans doute de démontrer la formule pour s, ;. par récurrence, mais

PARTIE III - Polyndme caractéristique d’un produit de matrices

Soit A un scalaire, par multiplicativité du déterminant et inversibilité de A, il vient AB—\I,, = A(BA—
M)A et xap()\) = det(A)xpa(A) det(A)~L, de sorte que les fonctions polynomiales associées & x a5

et xpa coincident et puisque R est infini, il vient

Pour k dans N*, on note Ay, = A— 11,,. On a donc det(Ay) = xa(3), de sorte que det(Ay) est non nul
sauf au plus pour un nombre fini de valeurs de k, puisque x4 n’est pas le polyndéme nul. Pour de tels
k et pour tout scalaire A, on a det(AxB — \I,,) = det(BAy — AI,,). Les deux membres de 1’égalité sont
des expressions polynomiales évaluées en % Lorsque k tend vers l'infini, % tend vers 0 et par continuité
des fonctions polynomiales, il vient xap(\) = x5a(A) et donc, comme précédemment,
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14)

15)

16)

.. (x,—AB A\ (I, (0) I, (0)) (M, A
Remarque : on peut aussi écrire = et
(0) AL, B I, B I, (0) A,—BA

conclure en considérant les déterminants x ap(A)A™ = A"xpa()), par multiplicativité du déterminant
et formule du déterminant de matrices triangulaires par blocs.

PARTIE 1V - Etude spectrale de certaines matrices

Par définition et par symétrie du triangle de PASCAL, la question 11 montre que S est symétrique

réelle. Le théoreme spectral permet de conclure que ‘ S est (ortho-)diagonalisable.

Pour n =10, S = (1) et donc ‘ xs = X — 1 et S est diagonale. ‘

11
1 2

Pourn—l,onaS—<

3++6
2

) et donc ‘XS =X?2-3X+1 ‘ Il en résulte que les valeurs propres de

S sont

P:( 2 2 ),onaP—1:1<5*/5 2\/5>et P—15P=1<3+*/5 0 )
1+v5 1-+5 20\5+v5 —2v5 2\ 0 3-5

. On peut prendre pour vecteurs propres associés (2,1 + 1/5), de sorte qu’en posant

1 1 1
Pour n =2, ona S = |1 2 3]|.Sa trace vaut 9. La trace de la comatrice est 1 + 5 + 3 et son
1 3 6
1 00
déterminant est, en retranchant la premiere colonne aux deux autres, celuide |1 1 2|/, ie. 1. On
1 25

adonc‘X5:X3—9X2+9X—1.‘

" est dans 040 (77) et donc

Par croissance comparée, pour tous polyndmes P et @, t — P(t)Q(t)e” =

localement intégrable au voisinage de +o0o. Comme il s’agit d’une fonction continue sur R, elle est
intégrable sur R. Par ailleurs (P, Q) — PQ est bilinéaire symétrique, la multiplication par t — e~
est linéaire et 'intégration sur R, aussi, donc ¥ est bilinéaire symétrique. Si P = @ 'intégrande est
une fonction continue positive. Comme ’exponentielle ne s’annule nulle part, 'intégrande est iden-

tiquement nul si et seulement si P? lest, i.e. P l'est. Par conséquent ¥ est définie positive et donc

‘ ¥ est un produit scalaire. ‘

La famille B est étagée en degré et de cardinal égal & n + 1, i.e. a la dimension de R, [X], c’est

1 nt
donc ’une base de Rn[X].‘ Pour 0 < 4,j < n, on a ¥(B;, B;) = ﬁl"(z +ji+1) = (Z—i__]), ie.
2! j! i

‘ W(Bs, Bj) = 8i41,j+1- ‘ On en déduit que pour tout vecteur propre Y pour S, on a, en notant la valeur

associée A et (ag,...,a,) les coordonnées de Y dans la base B, /\||Y||§ = 'YSY = U(P,P) avec

n

P = ZakBk et |||, la norme euclidienne canonique sur R"*'. On en déduit, puisque Y n’est pas
k=0

U(P,P)
2
Y1l
det(S) > 0 et donc S est inversible, i.e.|rg(S) = n + 1. | En reprenant le raisonnement de la question 10

nul et ¥ définie positive, A = > 0, ie. ‘le spectre de S est inclus dans R} | En particulier
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17)

18)

J J J
avec [1; 4] = E {k}, il vient S} ; = E i,k et donc, en prenant les cardinaux, s} ; = E si k- En notant
k=1 k=1 k=1
T la matrice triangulaire supérieure dont tous les coefficients sur la diagonale ou au-dessus sont égaux a

1, il vient S’ = ST. Comme T est de déterminant 1, T est inversible, donc S’ aussi, i.e. ’ rg(S)=n+1. ‘

Soit n dans N. On note FE, l'espace des solutions de I’équation différentielle linéaire a coefficients

d
constants associée au polynéme P, donné par P, = (X — 1), i.e. P, (d) (y) = 0. Par construction
x

c’est un espace vectoriel stable par dérivation car R {d} est une R-algebre commutative et on sait
x

par ailleurs que c’est 'ensemble des fonctions du type t — P(t)e”t avec P un polyndme vérifiant

deg(P) < n. Par croissance comparée, tout élément de E,, tend vers 0 en l'infini et comme f; €

E;11, pour tous entiers j et k on a fi(j) € F;i41 et donc t — tkfi(j)(t) € FEiikt1, en particulier

tkfi(j)(t) € 0 (1) et donc fi(j)(t) = 04400 (t7%).| De plus, comme fi(j) est dans F; 1, il est de la

forme t — P(t)e™? et donc | L; est une fonction polynomiale.‘ Soit E = C*(R,R), alors F est une
R-algebre et exp € E. Comme exp ne s’annule jamais, la multiplication par exp, notée p, est un

d d [ d d’
automorphisme de F et on a po 1 op~ ! = — —1Id et donc (X -1y () =po 1 o1 ou encore
x

dz dz x?
di_ = i(—l)k ' pto L_k o p. Par définition de f;, on en déduit
dzt o~ k dai—k v
i : N i N\ vk
, X ; 1\ X
L= (-1 S (=) (") (2= NIV SR R T
() () =R ()%

k! k

Soit P et @ deux polynémes de R[X] avec val(P) > 0. Puisque (P’ — P)Q et PQ’ sont des polyndomes
et quon a P(t)Q(t)e™" = 04 (1), on a par intégration par parties, ¥((P' — P),Q) = —P(0)Q(0) —
U(P,Q") = —¥(P,Q"). Le calcul de la question précédente montre que pour j < i, la formule P;(t) =

. . , (=1)i=F /4
i.e. | le coefficient de degré k de L; est ———— .

fi(j )(t)et définit un polynéme et qu’on a

P

] i(—l)’f(i) (x5

k=0
et donc pour j < ¢, val(P;) > 0. Il en résulte pour @ dans R, [X], ¥(P;, Q) = —¥(P,_1,Q’) et donc, par
récurrence immédiate, U(P;, Q) = (—1)*¥(Py, Q). En particulier si deg(Q) < i, on a ¥(L;,Q)) = 0.
En particulier pour j < ¢, ¥(L;,L;) = 0. Par symétrie du produit scalaire, on en déduit que L est
orthogonale. Par ailleurs on a

U(L;, L;) = (_,'1) (P, L;) = %\IJ(PO,LE“) = %@(Xi, 1) = U(B;, By) =1
1. 2. 1.

car Py = X? par construction, LZ(-i) d’apres la question précédente et en appliquant le résultat de la
question 15. Par conséquent £ est une famille orthonormale de cardinal la dimension de R, [X], et

donc ’ L est une base orthonormale de R,,[X]. ‘
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19)

20)

21)

On remarque tout d’abord que 7 est linéaire, car ¢’est une précomposition par X —1, et stabilise R,,[X]
puisqu’elle préserve le degré. C’est un automorphisme de R,,[X] dont la réciproque est donnée par P —
P(X +1). En posant T = (t;41,j+1) €t U = (w41 j+1) alors ¢;41 j4+1 €t w41 ;41 sont les coefficients de

degré i de (X —1)7 et (X +1)7 respectivement. Il vient | T = ((—1)7~* (]))O<ij<n et U= ((Z))O<ij<n'

i

On a donc L; = Zg:o tiv1,j+1 B, Le. ‘la matrice de passage de £ & B est T (donc U™1). ‘ La matrice

de passage de B a L est donc U et il vient, d’apres la question 15

Si+1,j+1 = ‘I’(Bz‘,Bj) = E Uk+1,i+1ue+1,j+1‘I’(Lk,Le) = E Uk4+1,i+1Uk+1,5+1
0<k,l<n 0<k<n

ie. et, par multiplicativité du déterminant et puisque S et S’ ont méme déterminant au vu
de la réponse a la question 16, et enfin puisque U est triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale,
donc de déterminant 1, ‘det(S) = det(S") = 1. ‘

La matrice DU D admet pour coefficients (—1)""1(=1)7" ;44 ji11, ie. (—1)7"*u; 11 j41 et done DUD =
T = U~ et il vient | (DU)? = I,,41.| On en déduit, puisque D = D~! = ‘U car D est diagonale a
coefficients sur la diagonale égaux & leurs propres inverses, S~! = U~! ‘U-! = DUD t(DU D) =
DUUD! et ] 51 est semblable & UtU,\

Puisque S~! est semblable & UtU7 on a xyg-1 = xyty- 1l résulte des questions 13 et 19 qu’on a
Xs-1 = Xtyy = Xs- Soit A un scalaire non nul. On a

N gAY = det VA yq — S)) = det(S) det(S™! — A1),

ie. \"tlyg(A71) = (=1)"F1xg-1()\) puisque S est de déterminant 1 d’aprés la question 19. D’otl
xs = (=1)""lu,(xs) car ces deux polyndmes coincident sur un nombre infini de valeurs. Et donc

‘ Xs est un polynéme réciproque de premiere ou seconde espece selon que n est impair ou pair.




