PREMIERE COMPOSITION DE MATHEMATIQUES
TPE 1990 — MP

Le probléme consiste a étudier la fonction X +— L(X) ou X est un n-uplet de réels (x1,...,x,) de
[ —1;1] vérifiant 21 < -+ < 2, et L est la fonction définie par

LX)= [[ (@-z) [[ (t-2d)7.

1<r<s<n 1<k<n
I - Les ensembles E, E’ et la fonction L

Soit n un entier supérieur ou égal a 2 et R™ l'espace euclidien de dimension n. Un élément X de
R"™ sera assimilé a la suite de ses coordonnées (x1, ..., xy).
La distance euclidienne entre deux éléments X et X', avec X = (x1,...,2,) et X' = (2,...,2}),
n
est donnée par d(X, X') = Z(sdC — 21,)%. On désigne par E et E’ respectivement les parties de
k=1
R" formées des n-uplets (z1,...,z,) tels que —1 <z < --- <z, < 1, respectivement —1 < z1 <
<o < xp < 1. Ce sont des parties respectivement fermée et ouverte de R™ et on ne demande pas
3
de démontrer ce fait. Pour X dans E, on pose L(X) = H (xs — ) H (1—a2)1,
1<r<s<n 1<k<n
1. Justifier la continuité de L sur F.

2. Déterminer la borne inférieure m de L sur E ainsi qu’une condition nécessaire et suffisante
concernant X dans F pour qu’on ait L(X) = m.

3. Soit X et Y deux éléments de E’ distincts, et Z leur milieu, ie. X = (21,...,2,), ¥ =
(Y1,---yn) et Z = (21,...,2y) avec Vk € [1;n] 2z, = Lk ;’yk

a. Démontrer que Z appartient a E’.

b. Soit i et j deux entiers vérifiant 1 <4 < j < n. Calculer en fonction de x; — x; et de y; —y;,
la différence (2, — 2;)% — (v; — ;) (yj — yi). Comparer (z; —z;)? & (z; —x;)(y; —y;) et préciser
si et a quelle condition ces produits peuvent étre égaux.

c. Comparer de méme (1—2;)2 et (1—x)(1—y). Peuvent-ils étre égaux et a quelle condition ?

d. Effectuer le méme travail pour (14 2;)2 et (1 + 2)(1 + yx).

e. Trouver une relation d’inégalité entre L(X), L(Y) et (L(Z))? et préciser si I'inégalité est
stricte ou large.

II - Le nombre M et le point A

1. Justifier que L admet et atteint une borne supérieure, notée M, sur E.

2. Démontrer que M est stictement positif et qu’il existe un unique élément A de E’ tel que
L(A) =M.
Dorénavant on désignera par (aq,...,a,) les coordonnées de cet élément A.
oL

3. Pour p dans [1;n] et X dans E’, démontrer Pexistence de LX) s,

(X) et le calculer en

fonction des coordonnées x;, de X.



4. Pour p dans [1;n] fixé, on considére I’ensemble des points X de E’ dont les coordonnées
vérifient Vk € [1;n] k # p = 1, = a;. Pour un tel X on posera alors L(X) = A(zp).

a. Que peut-on dire de A(x),) — M selon qu’on a x;, = a, ou non?

b. Donner la valeur de X' (a,). On donnera le résultat sous forme d’une relation liant les réels
a, ce qui fournit lorsque p décrit [1;n] un ensemble de n relations liant les ay.

III - Le polynome (2 et I’équation différentielle £

On utilise I’élément A défini en partie II. On pose pour ¢ réel et p dans [1;n]

Q)= [t —ar) et Ayt)= J[ Ct—an).
k=1 1<k<n
k#p

1. Dans cette question ¢ varie dans un intervalle Z inclus dans [ — 1;1] contenant a, et ne
contenant aucun autre ag.

Q// A/ a
/(ap) en fonction de ()

¥ (ap) Ap(ap)

Iexistence de deux polynémes « et § premiers entre eux tels que a(a,)Q" (ap) + B(ap)Y (ap) =

0 et « unitaire.

Exprimer . Utiliser ensuite le résultat de 1.4 pour en déduire

2. Trouver une constante 7 réelle tel que le polynome ¥ donné par ¥ = o’ + Q' + 0 ait un
degré strictement inférieur a n.
Quelle est la valeur de ¥(ap,)? Que peut-on en déduire pour le polynéme W ? Ecrire une
équation différentielle (&) vérifiée par €.
Que peut-on dire d’un polynoéme unitaire @) solution de (£)?

IV - Factorisation de (2, calcul de a,

1. Transformer I’équation différentielle définie sur | — 1;1[ par (t2 — 1)y” + 3ty —n(n+2)y =0
grace au changement de variable § = arccos(t). En déduire une équation différentielle (&)
vérifiée par u, définie sur |0; 7 [ par u(f) = Q(cos(6)).

On pose z(6) = u(f) sin(f). Ecrire une équation différentielle (£”) vérifiée par z, 2’ et 2" sur
10; 7 [, puis la résoudre.

2. Ecrire de deux facons différentes la limite, quand ¢ tend 1 par valeurs strictement inférieures,
de sin(6(t))Q2(t) avec 0(t) = arccos(t).

En déduire Q(t) pour ¢ dans | — 1;1[ en fonction de 6 et d’une constante réelle, que 'on ne
cherchera pas a calculer pour 'instant.

3. En utilisant d’une part ’expression que ’on vient de trouver et d’autre part les n racines de
Q, calculer a, pour p dans [1;n].

V - Calcul de Q'(ay)

sin(mf)

—_— t —1;1{ et
0 avec t € | — 1;1[ e

Pour m entier variable supérieur ou égal a 1, on pose ®,,(t) =

6 = arccos(t).



1. Trouver une relation linéaire liant ®,,(t), ®p,11(t) et Pp42(t) dont les coefficients peuvent
dépendre de t.

2. Démontrer que ®,, est une fonction polynomiale. Préciser le degré du polyndéme associé ainsi
que son coefficient dominant.

3. En déduire l'expression de Q(t) pour ¢ dans | — 1; 1[ en fonction de 6 et n.
4. Calculer '(t) pour ¢ dans | — 1;1[ en fonction de 0 et en déduire ' (ay).

VI - Calcul de T

n
1. Décomposer sur C le polyndéme Z 2* en produit de facteurs du premier degré en z.
k=0
2. En déduire, en spécialisant z en une valeur convenable, la valeur de T" avec

. b
T = 2 .
H - <n+ 1)
VII - Calcul de M

On pose V' = H (ap —aq) et W = H (1—a}).

1<g<p<n 1<k<n
1. Calculer en fonction de n et de V' les nombres H (ap —aq) et H (ap — aq).
1<p<g<n 1<p,g<n
P#q
2. Calculer V2 en fonction des nombres € (ap) pour 1 < p <n et de l'entier n, puis en fonction
de n seul.

3. Calculer W en fonction de n.
4. Calculer M.

VIII - Application

Soit D(0y,...,60,) donné par

sin(f1) sin(20;) --- sin(nb;)

D(by,...,0,) = ﬁ sin(0y) Sin@z) Sin(.292) Sin(.n92)
k=1

sin(f,) sin(260,) --- sin(nf,)

1. Justifier que D est bornée sur R™ et atteint un maximum dans [ — 7; 7 ]™, noté A.

2. Pour 0 réel fixé, utiliser le résultat de V.2 pour factoriser partiellement le déterminant ap-
paraissant dans D, I'expression obtenue faisant figurer un déterminant ou interviennent les
polynoémes ®j. On pourra poser zx = cos(fy).

3. On pose zj, = cos(fy) et on suppose les § ordonnés de sorte que la suite (zx)i<k<n soit
croissante.

a. Ecrire |D| en fonction des réels zj et démontrer que le déterminant qui y figure peut-étre
simplifié en ajoutant aux colonnes, a partir de la deuxiéme, des combinaisons linéaires
convenables des colonnes précédentes.

b. En déduire la valeur de A en fonction de n.
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I - Les ensembles E, FE’ et la fonction L

1. Les fonctions polynomiales sont continues sur R” et la fonction & — 23/4 est continue sur R,
Comme les fonctions polynomiales X +— 1 — :z:%, pour 1 < k < n sont a valeurs positives sur

E, il en résulte par composition et produit de fonctions continues, que ’ L est continu sur F. ‘

. Par définition de F et E’ toutes les fonctions polynomiales X +— 1 — mz et X — x5 — x, pour
1<k<netl<r<s<nsonta valeurs positives sur E, et strictement positives sur E’.
Puisque x — 23/4 est positive sur R et strictement positive sur R* , on en déduit que L est
positive sur F et strictement positive sur E’. Comme, par définition de E’, L est nulle sur
E\E', il vient m =0et VX € E L(X) =m <= X ¢ [

3.a. On pose g = yg = —1 et Tp11 = Yn+1 = 1. Avec ces notations il vient pour tout entier k
dans [1;n], zx—1 < xp < Trt1 et Yr—1 < Yr < Yr+1 et donc, par addition de ces inégalités

et puisque % est strictement positif, zx_1 < 2z < zg41, i.€. ‘ Z appartient a E’. ‘

b. Pour u et v réels on a 3(u+v)? —uv = $(u —v)?. En l'appliquant & u = 2; — z; et v =

yj — yi, il vient | (zj — z)? — (z; — z:)(y; — vi) = (x5 — 2:) — (yj — v:))% | On en déduit

(zj — 2zi)? > (z; — z;)(y; — i) avec égalité si et seulement si z; — z; = y; — yi.

c. En posant x, 11 = yn4+1 = 1 on se ramene au cas précédent avec (i,7) = (k,n + 1). On en

déduit | (1 — 2;)? > (1 — x1)(1 — yx) avec égalité si et seulement si xj, = yy.

d. En posant xp = yp = —1 on se rameéne au cas précédent avec (i,5) = (0, k). On en déduit

(14 21)% > (14 x1) (1 + y) avec égalité si et seulement si xj, = yx.

e. Toutes les quantités intervenant dans les inégalités des trois questions précédentes étant
strictement positives puisque X et Y sont dans E’, il vient par croissance stricte de x — z3/4

sur Ry, L(X)L(Y) < (L(2))? avec égalité si et seulement si toutes les inégalités sont des
égalités, i.e. X =Y. Comme on a supposé X et Y distincts, il vient | L(X)L(Y) < (L(Z))2.

IT - Le nombre M et le point A

. Le segment [ —1; 1] étant compact dans R, il en va de méme par produit de [ —1;1]". Comme
R est fermé, il en va de méme de son image réciproque par les fonctions X +— zp41 — ) pour
1<k<n, X—z1+1et X +— 1— 2z, Entant qu’intersection de fermés avec un compact,
E est donc compact. La continuité de L, obtenue en question I.1, jointe au théoréme de
WEIERSTRASS permet d’affirmer que ‘ L admet et atteint une borne supérieure sur F. ‘

. Comme L s’annule exactement en dehors de E’ et que E’ est non vide, L prend des valeurs
strictement positives et donc On en déduit que les points ot L atteint son maximum
sont des points de E’. Si X et Y sont deux tels points, la question 1.3.3e montre quona X =Y

et ainsi | L atteint son maximum en un unique point appartenant a E’.

. Les fonctions polynomiales sont de classe C™ sur R" et la fonction z — 23/* est de classe
C*> sur R, il en résulte que L est de classe C*° sur E’. Comme de plus L ne s’annule pas
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1 0L
sur E'| | —— ——(X) est bien défini. | De plus cette fonction est la dérivée logarithmique de
L(X) 0x)
1 0oL 1 3
L par rapport a la variable z,. On en déduit ma—%( ) = P —. ~37 fpa:%'
T#p

4. a. Puisque L atteint son maximum uniquement en A, on a
Maxp) — M =0si xzp = a, et AN(x;p) — M < 0 sinon.

b. La fonction )\ est définie sur l'intervalle ouvert ]a:p_l;a:p+1[ en convenant x, 1 = —1 et
Zp+1 = 1. Elle atteint donc un maximum en un point d’annulation de sa dérivée, i.e.
1 3 a
XN(ap) = 0, soit, en utilisant la question précédente Z = -t
ap—a, 21—a?
1<r<n p
T#p

III - Le polynome (2 et I’équation différentielle £

1. Les fonctions €2 et A, sont polynomiales et pour ¢ dans Z on a Q(t) = (t — ap)Ap(t). En
égalisant les développements limités a 'ordre 2 obtenus par la formule de TAYLOR-YOUNG
a l'ordre 2 pour €2 et a I'ordre 1 pour A, on conclut '(ap) = Ap(ap) et Q7(ap) = 247 (ap).
Comme A est dans E’, les a; sont tous distincts et donc Aj(ap) est non nul. Il en va donc de
V() _, Ay(ay)
' (ap) Ap(ap)

D’apres la question I1.4 le membre de droite est égal a 3

méme pour ©'(ap) et il vient

ap
_ 2
ap

et on en conclut (1—a)"(a,)—

3apQ(ap) = 0. Autrement dit en posant a = T? — 1 et B = 3T, et en remarquant que
%TB — a = 1 est une relation de BEZOUT entre « et 3, on conclut que

« et 3 sont premiers entre eux, avec « unitaire, et tels que a(ap)Q"(ap) + B(ap)¥ (ap) = 0.

2. Soit v un réel. Le coefficient de degré n de a2’ + S +~vQ est n(n — 1) + 3n + ~ fois celui de
Q. Comme par ailleurs les degrés de 2, 3 et a€)” sont tous inférieurs a n, on en déduit que

pour v = —n(n+2) et ¥ = o)’ + Q' +~9Q, W Puisque Q(ay) est nul, | U(ay).
Les polynomes « et [ ainsi que la constante v ne dépendent pas de p. Il en résulte que ¥ est un
polynéme de degré au plus n—1 et qu’il s’annule en chacun des a;, donc au moins n fois. Il vient
et 2 est solution de ’équation différentielle | (£) (t2 — 1)y”(t) + 3ty’ — n(n + 2)y = 0.
Enfin, si Q est un polyndéme unitaire solution de cette équation, en notant d son degré, le
coefficient de degré d de

(T? = 1)Q" +3TQ" — n(n +2)Q

est d(d+2)—n(n+2),i.e. (d—n)(d+n+2). On en déduit que Q est de degré d. S’il est distinct
de ¥ alors le polynéme unitaire proportionnel & Q — W est solution de (£), par linéarité de
cette équation différentielle, et donc de degré n. Comme @) — ¥ est une différence de deux
polyndémes unitaires de degré n, il est de degré strictement inférieur et cette constradiction

assure P = W. La réciproque étant vraie par définition de (£), on a

2
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IV - Factorisation de (2, calcul de q,

1. On étudie sur 0; 7| la fonction donnée par v = y o cos. Puisque la dérivée de cos ne s’annule
pas sur cette intervalle, y est de classe C? sur | — 1;1[ si et seulement si v 'est sur ]0; 7 [.

Dans ce cas on a v/ = —siny’ o cos et v/ = — cosy’ o cos +sin?y” o cos et donc

—sin?y” o cos +3 cosy’ o cos —n(n + 2)y o cos = —v” — 2cot v’ — n(n + 2)v .

Il en résulte que y est solution de (t2 —1)y” +3ty’ —n(n+2)y = 0 sur | — 1;1[ si et seulement
si y o cos est solution de (£), donnée par v" + 2cot v’ + n(n + 2)v = 0, sur 0; 7 [. Il résulte

de la partie précédente qu’on a ‘u” +2cotu’ +n(n+2)u =0 sur |0;7[. ‘

On a 2/ = u'sin+ucos et 2’ = u”sin+2u' cos —usin. Puisque sin ne s’annule pas sur
10;7[, u y est solution de (£’) si et seulement si z y est solution de y” + (n + 1)%y = 0.
En posant (£") I'équation 3’ + (n + 1)%y = 0, on remarque qu’on a affaire & une équa-
tion différentielle linéaire & coefficients constants. Ainsi toute solution de cette équation
différentielle est de classe C° et ses dérivées sont également solutions de celle-ci. Ainsi

z, 2" et 2" sont solutions de y” + (n + 1)?y = 0 sur J0; 7 [.| Les solutions de cette équation

sont de la forme ‘ asin((n + 1)8) + bcos((n + 1)8)) avec a et b réels. ‘

2. Lorsque t tend vers 1 par valeurs strictement inférieures, 6(t) tend vers 0 par valeurs stric-
tement supérieures et donc sin(6(t)) tend vers 0. Comme 2 est polynomial, il en résulte que
sin(0(t))$2(t) tend alors vers 0. Avec les notations de la question précédente, par continuité

du sinus, cette limite est également b : 1}1_11 sin(0(t))Q(t) = b= 0.| On en déduit

asin((n +1)0)
sin(6)

3. Les n racines de () sont par construction les coordonnées de A. Comme ’expression précédente

Qt) =

, avec a réel.

T
s’annule pour 6 = k
P n n+1

avec 1 < k < n+ 1. Par cardinalité et puisque les coordonnées de A sont rangées par ordre

T avec 1 < k < n+1, on en déduit que (2 s’annulle en les cos <l{: il )

77
croissant, il vient a, = cos ((n +1-— p)H) ou encore
n

a, = —cos (nz:—ﬂl) pour p dans [1;n].

V - Calcul de Q'(ay)

1. Pour z et a réels on a sin((a + 1)) sin(ax) cos(x) % sin(z) cos(ax) et donc sin((a + 1)z) +
sin((a — 1)x) = 2sin(az) cos(x). Il en résulte ‘ Dy io(t) — 2tPp, 1 (t) + P (t) = 0. ‘

2. Par définition on a &1 = 1 et ®o(t) = 2cos(f) = 2t, de sorte que @1 et Py sont polynomiaux
associés respectivement a 1 et 27". La question précédente permet d’en déduire par une ré-
currence immédiate que ‘@m est une fonction polynomiale‘ et le polyndéme associé a ®,,, est

de degré m — 1 et de coefficient dominant 21,
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3. Par définition et d’aprés la partie précédente, on a Q(t) = a®,41(t) pour ¢ dans | — 1;1],
sin((n + 1)8)

avec a réel. Comme () est unitaire, on en déduit a = 27" et donc | Q(t) =

27 sin(0)
4 On a, sur 107, d sin((n + 1)) _ (n+ 1) sin(z) cos((n +'1)23:) —sin((n 4+ 1)x) cos(x) ot
dz  sin(z) sin®(x)
. 1 sin((n + 1)8) cos() — (n 4 1) sin(@) cos((n + 1)0)
/ - - | _ )
done, puisque 6'(t) S0 (@)’ (t) 3 53 ()
1—
Pour ¢ = ay, on a § = W, sin((n +1)8) = 0, cos((n + 1)8) = (—1)"1P ¢t il vient
n
pn+1 o pm
1 — (_1\n—p 2
V(ap) = (—1) o 5D (n—l—l)'
VI - Calcul de T’
zntl
1. Pour =z dans C distinct de 1, on a Z ¢ = 1 et donc les racines n + 1° de 'unité
l’ —_—

k=0

non triviales sont racines de E z*. Comme on a affaire & un polynéme de degré n unitaire

k=0
n n
et qu’on a trouvé n racines distinctes, il vient Z = H 2P/ (n+1))
k=0 :
2. On a 1 — e2irt/(n+l) — _9jcipm/(nt1) sin( ) en utilisant P’arc moitié et la formule

d’EULER et donc, en spécialisant en 1, il vient n + 1 = (—2i)"e inm/2 H sin (1?:1), soit,
n
1<p<n

en élevant au carré (n + 1)2 = 22"T ie. |T =272"(n + 1)%

VII - Calcul de M

1. Puisquil y a (3) couples dans le produit V, on a H (ap — ag) = (—1)" D27 | et
1<p<qs<n

I (ap—ag) = (1) "=D2V2

1<p,q<n

P#q

2. Avec les notations de la partie III, pour p dans [1;n], on a H (ap — aq) = Ap(ay) =

1<g<n
q#p

n
Q'(ap) et il résulte de la question précédente |V?Z = (—1)n(n=1/2 H ' (ap). | I résulte des
p=1

deux parties précédentes que le produit précédent est égal a (—1)" n—-1)/ 2(n +1)"2- n*p-1
soit (—1)™*=D/2(n 4 1)27"=2) (n + 1)=2. 1l en résulte | V? = 27 =2 (np + 1)72,
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3. En utilisant la question IV.3, il vient W = T et donc |W = 272"(n + 1)2.

4. Par définition on a M = L(A) = VW 1. Comme V est positif, les deux questions précédentes
n+1

n—+1
2'!7,

fournissent | M =

VIII - Application

1. Puisque la fonction sin est continue, le déterminant dans la définition de D est continu sur R™.
La fonction z + \/|z[ étant continue sur R, autre terme est également continu et donc D est
continu sur R"™. Par périodicité de sin on a D(R™) = D([ — m;7]™). Or lintervalle [ — ;7 |
est compact dans R, donc [ — 7; 7 | est également compact. Il résulte alors du théoréme de
WEIERSTRASS que ’ D est bornée sur R" et atteint un maximum dans [ — ;7 |™. ‘

2. Soit 6y réel tel que sin(f;) # 0 et n supérieur ou égal & 1. On pose z = cos(f) de sorte
qu’en utilisant les notations de la partie V, le déterminant apparaissant dans D est égal a

sin(fy) sin(2601) --- sin(nb;)
sin(0k) | @1 (zx)  Po(zr) -+ Pulr) |-
sin(f,) sin(26,) --- sin(nb,)
n 3
3. a. En utilisant ce qui précede on a |D(#y,...,60,)| = H sin(6r)| |det((®;(z))i<ij<n)| €t
k=1

(1—a3)7 |det((j(2:))1<ij<n)l-

=

donc | |D(0y,...,0,)| =

k=1

Comme la famille (®1,...,®,) est échelonnée en degré, avec des degrés de 0 a n — 1, elle
forme une base de R,,_1[T], et pour 1 < k < n, ®; est une combinaison linéaire de X* et
des ®; pour j < k. Le coefficient de X k est le coefficient dominant de ®;, et donc d’apres
la question V.2, il vient par multilinéarité du déterminant

det((®(:))1<i,j<n) = 2"V 2 det((2])1<i j<n) ,

soit, en reconnaissant un déterminant de VANDERMONDE,

1D(61,...,0,)| = 2°C=D2L(xy, ... z).

b. La fonction D étant impaire en fonction de #;, son maximum est aussi le maximum de sa
valeur absolue. Puisque le déterminant est alterné, le maximum de cette valeur absolue est
atteint en point ou la suite (cos(6y))i1<k<n est croissante. Il résulte de I’étude précédente

/771 T 1n-i—l
2n '

quon a A =2n(=D/2)f je | A =




