PREMIERE COMPOSITION
X 2008 — MP

Equations différentielles de Sturm-Liouville

Ce probléme est consacré & I’étude d’une équation différentielle avec parameétre. On désigne par C*°([0;1])
Iespace des fonctions réelles de classe C* sur [0; 1].

PARTIE 1

Dans cette premiére partie, étant donné deux fonctions p et ¢ de C*°([0; 1]), on désigne par A, ; I’endomor-
phisme de C*°([0;1]) défini par
Ap ) =y" + 1y +qy
et par (D, ) I’équation différentielle sur [0;1] : A, 4(y) = 0.
1. Soit y une solution non identiquement nulle de (D, 4).
1.a) Montrer que les fonctions y et 3’ ne s’annulent pas simultanément.
1.b) Montrer que les zéros de y sont en nombre fini.

2. Soit y; et y2 deux solutions linéairement indépendantes de (D, 4) ; on suppose que y; admet au moins
deux zéros et on note a et b deux zéros consécutifs.

2.a) Montrer que y2 admet au moins un zéro dans l'intervalle ouvert |a;b[. [On pourra procéder par
Pabsurde et considérer le wronskien W de y; et yo.]

2.b) La fonction ys peut-elle avoir plusieurs zéros dans ]a; b[?

Etant donné deux fonctions u et v de C°([0;1]), u ne s’annulant en aucun point, on désigne par By
I’endomorphisme de C>°([0;1]) défini par

Buw(y) = (uy') + vy

et par (E,,) ’équation différentielle sur [0;1] : B, . (y) = 0.

3.a) Soit y1 et yo deux solutions linéairement indépendantes de (D, 4) et soit W leur wronskien. Vérifier
la relation
Y1Buw(y2) = y2Buw(yr) = (W' —up) W

3.b) Montrer que, pour tout couple (p,q), il existe des couples (u,v) tels que Ker A4, , = Ker B, ,, et
déterminer tous ces couples (u,v).

4. On se donne trois fonctions u, v1 , va de C*°([0;1]) et on suppose pour tout = € [0; 1]
u(z) >0, wvo(z) <vi(x).

Pour 1 < ¢ < 2, on note y; une solution non identiquement nulle de I'équation (E, ,,); on suppose que
12 admet au moins deux zéros et on note a et b deux zéros consécutifs.

4.a) Vérifier la relation

b
sl = | (@) = va(@) m(@ha(e) de

b
[On pourra considérer / (Y1 Bu,vs (Y2) — Y2 Buv, (y1)) (z) da.]

4.b) Montrer que y; admet au moins un zéro dans 'intervalle ]a; b[. [On pourra procéder par ’absurde.]



Dans toute la suite du probléme on note r une fonction de C*°([0; 1]) ; pour tout nombre réel A on considére
I'équation différentielle sur [0;1] :

(Dx) y'+(A—1)y=0.

On note yy 'unique solution de (D) satisfaisant y»(0) = 0, y4(0) = 1, et E) Pespace vectoriel (éventuelle-
ment réduit & zéro) des solutions de (D)) satisfaisant y(0) = y(1) = 0; si cet espace n’est pas réduit a zéro,
on dit que A est valeur propre.

PARTIE II

5.a) Quelles sont les valeurs possibles de dim E) 7
5.b) Démontrer I’équivalence des conditions Ey # {0} et y»(1) = 0.
6. Démontrer les assertions suivantes :

6.a) Toute valeur propre est supérieure ou égale a inf,¢cjo.1)7(2).
1
6.b) Siys € Ey,, y2 € Ey, avec A1 # Ao, alors / y1(2)ya(z) dz = 0.
0

PARTIE III

Dans les troisiéme et quatriéme parties, on désigne par N(\) le nombre des zéros de la fonction y, dans [0;1]
et on se propose d’étudier N () en lien avec les valeurs de y, (1), ainsi que la répartition des valeurs propres.

7. Dans cette question on examine le cas ot r = 0 et A > 0. On désigne par [a] la partie entiére d’un
nombre réel a.

7.a) Calculer yy(x) pour z € [0;1].
7.b) Calculer N(\).

7.c) Préciser le comportement de N(A) au voisinage d’un point Ag.

On ne suppose plus » = 0 ni A > 0. On admettra que la fonction de deux variables (A, z) — yx(x) est de
classe C'™°.

8. Dans cette question, on se propose de démontrer que, si yx, (1) est non nul, N(\) est constant dans un
voisinage de \g. Soit donc un tel Ag.
On désigne par ¢y, ..., ¢p, n > 1, les zéros de y», dans [0; 1] avec
O=c1 <<+ <c,<1.
8.a) Montrer qu’il existe une suite strictement croissante (£;)o<;j<2n» de nombres réels, possédant les
propriétés suivantes :
(i) $0=0,&,=1,0<& <& et, pour j € [[2;7?,]], 52]'_2 <c < fzj_l ;
(ii) (=1)7yy, > 0 sur [€25-1;&05], 7 € [1;n];
(iii) (—1)jy§\0 > 0 sur [£5582541], 4 € [0;n —1].
8.b) Dans cette question, on considére une fonction F' de classe C°° dont le domaine de définition contient

un rectangle compact I x J de R2?. Démontrer I’assertion suivante : pour tout € > 0, il existe § > 0 tel

que les conditions s1, so dans I et |s1 — s2| < d impliquent, pour tout ¢ dans J, |F'(s1,t) — F(s2,t)] <
€.

8.c) Montrer que, pour tout A suffisamment voisin de \g , y) a exactement un zéro dans chacun des
intervalles [£25;&2;41), mais n’en a aucun dans les intervalles [£2;_1;&2;]. Conclure.
9. Montrer que, pour tout A > p = sup, (o, r(z), on a

N > (A—p)l/%—l] .

[On pourra utiliser la question 4 et la question 7 en y remplagant A par un réel quelconque p < A — p.]



10.a) Montrer que, si yx(1) est non nul pour tout A appartenant & un intervalle I, N(\) est constant dans
I

10.b) L’ensemble des valeurs propres est-il vide ou non vide ? fini ou infini ?
PARTIE IV
Dans cette quatriéme partie, on étudie le comportement de N () au voisinage d’un point Ao tel que yy, (1) =
0. On écrira y(A, x) au lieu de y,(z), et on rappelle que cette fonction de deux variables est de classe C°;

Péquation (D) s’écrit donc :

. 9%y
(1) @—F()\—r)y:().

11. Démontrer que la relation (i) entraine les relations suivantes :

) 9 P

(3) c‘)ngA +(A_T)(T§ Ty=0
P?yoy Py -

(i) 92 on  aazon? Y =0

' % 9y [ 2
(iv) 8)\()\0, 1)(% (Mo, 1) —/0 y(No,x)°dz >0 .

12. Montrer qu’il existe un réel € > 0 ayant les propriétés suivantes :
(i) siA€[Ao—e5 X[, ona N(A) = N(X) —1;
(if) si A € [Ao; Ao + €], ona N(A) = N()\g).

13. Montrer qu’on peut écrire les valeurs propres comme une suite croissante infinie A\; < Ay < ..., et
exprimer N(A;,) en fonction de n.
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l.a)

1.b)

2.b)

3.b)

PARTIE 1

Soit x dans [0;1]. Le probleme de CaucHY donné par (D, 4) et les conditions y(z) = y'(z) = 0
admet une unique solution puisqu’on a affaire & une équation différentielle linéaire scalaire sous
forme résolue. Cette unique solution est donc la solution nulle puisque I’équation est homogene.
Puisque y n’est pas identiquement nulle, il en résulte que

’ y et ¢’ ne s’annulent pas simultanément.

On raisonne par ’absurde. Si ’ensemble des zéros de y est infini, on dispose d’une application
injective de N dans celui-ci, i.e. d’une suite injective de tels zéros. Comme [0; 1] est compact, le
théoréeme de BOLZANO-WEIERSTRASS permet d’en extraire une suite convergente dans [0;1] et
celle-ci sera encore injective car la restriction d’une application injective ’est aussi. On note z la
limite de cette suite. Quitte a extraire encore, on peut supposer la suite constituée d’éléments tous
distincts de x car la suite ne prend la valeur = qu’au plus une fois, par injectivité. En résumé on
dispose d’une suite (z,,),en de zéros de y dans [0; 1], tous distincts de x et convergeant vers x.

Par continuité et dérivabilité de y en z, on a y(z) = y(limz,) = limy(z,) = 0 et y/'(z) =
lim Y@ —v@) 0, donc z est un zéro simultané de y et y’. Ceci contredit la question précédente et

T, —T

donc ‘ les zéros de y sont en nombre fini. ‘

On remarque d’abord que y; n’est pas identiquement nulle puisque (y1,y2) forme une famille libre.
On en déduit qu’elle n’a qu'un nombre fini de zéros sur [0; 1], d’aprés la question précédente, et il
est donc licite de considérer deux zéros consécutifs. Comme y; ne s’annule pas sur |a; b[, d’apres le
théoréme de BOLZANO elle y est de signe constant. Soit z et 2’ dans ]a; b[. On a donc y; (x)y1(2’) > 0

z) —yi(a ') —y1(b
et donc aussi (y1(z) — y1(a)) (y1(z') — y(b)) > 0 et i i Zl( )y x)’ ;”)/1( )
la limite il vient alors ] (a)y} (b) < 0. Comme y; n’est pas identiquement nulle, d’aprés ce qui précede
y1 et ¥} ne s’annulent pas simultanément et il vient y/(a)y;(b) < 0.

< 0. Par passage a

On pose W = y1y5 — y2y;. Comme W est le wronskien de la famille libre (y;,y2) de solutions d’une
équation différentielle linéaire scalaire, W ne s’annule nulle part et en particulier pas sur [a; b]. Par
construction W est de classe C*° et donc, d’apres le théoreme de BOLZANO, W est de signe constant
(strictement). On en déduit W(a)W(b) > 0 et donc ¥ (a)y;(b)y2(a)y2(b) > 0. Il en résulte, d’apres
ce qui précede, ys(a)y2(b) < 0 et donc, par continuité de ys et d’apres le théoréme de BOLZANO,

’ y2 admet au moins un zéro dans Ja; b|. ‘

Si yo ’annule deux fois sur |a; b[, on peut appliquer ce qui précéde au couple (y2, y1 ), qui est également
libre, et done, entre deux zéros consécutifs de yo sur |a; b[, y1 admet au moins un zéro et ceci contredit

le fait que a et b sont des zéros consécutifs de y;. Par conséquent | yo n’a qu’'un seul zéro dans |a; b|. ‘

On a, puisque le déterminant est alterné, et puisque, pour y solution de (D, ,), (vy’) = v’y +uy”’ =
u'y —upy' —uqy = (v —up)y’ — qy,

Y1 Y2
Buw(y1) Buw(y2)

Y1 Y2
(uyy)" (uys)’

U1 Y2
(' —plyy (v —plys

et donc ‘ Y1Buv(y2) — y2Buw(y1) = (v —up)W. ‘

On raisonne par analyse-synthese. Si u et v sont deux fonctions de classe C*° sur [0; 1], u ne s’annulant
nulle part et telles que Ker A, , = Ker B, ,,, alors d’apres ce qui précede, si W est le wronskien d’une
famille libre de solutions de (D, 4), alors (v’ —up)W = 0 et donc, puisque W ne s’annule nulle part,
w' = up. Il en résulte que u est de la forme x — \exp (fom p(t) dt) avec X dans R*. Par ailleurs, pour
y dans C*°([0;1]) on a

u(y” +py' + qy) = (wy') + vy — (v —up)y’ + (ug —v)y
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4.b)

et donc si (y1, y2) est une famille libre de solutions de (D, 4) et donc aussi de (E,, ), on a (ug—v)y1 =
(ug — v)y2 = 0. Comme y; et yo ne s’annulent pas simultanément, on en déduit ug — v = 0 et donc
v est la fonction @ — Ag(z) exp ([ p(t)dt).

Réciproquement si (u,v) est de la forme précédente, d’une part v ne s’annule nulle part et u et
v sont de classe C*° sur [0;1] puisqu’il en est de méme pour p et g et que 'exponentielle est de
classe C*® sur R. D’autre part on a v’ = up et ug = v. Le calcul précédent montre alors qu’on a,
pour y dans C*°([0;1]), u(y” + py’ + qy) = (uy’) 4+ vy et donc, puisque u ne s’annule nulle part,
Ker A, , = Ker B, .

Pour tout couple (p,q), il existe des couples (u,v) tels que Ker A, , = Ker B, , & savoir les

multiples non nuls du couple (u,v) donné par u(x) = exp < / p(t) dt> et v = ug.
0

On a, puisque le déterminant est multilinéaire alterné, et puisque, pour y; solution de (E, ,,), pour
1<i<2,

0= hn Y2 _ yl/ / y2/ / + y1ye
By, (yl) Bu7vz(y2) (uyl) (uy2) U1 U2
et
I
Y1 Y2 :uy1 Y2 Jru/yl Y2 u<y1 y2>+u/y1 Y2
(uyy)' (uys)’ v s Yi Yo Yi Yo Y Y

!

yr 4 ) + (UQ — ’Ul)ylyg =0.

d’ou (u
Yi Y

Comme on a affaire & des fonctions continues, donc intégrables sur [a;b], il vient en tenant compte
de ya(a) = y2(b) = 0 et donc de
b

i -

b
wnshl = | (@) = va(@) m(@ha(e) de.

b

0 b
wt 1 = [uyhl, -
Y1 Y21d,

Y1 Y2
YL Y

Si y1 ne s’annule pas sur Ja;b|, elle y est de signe constant (strictement) d’aprés le théoréeme de
BoLzANO, de méme que ys puisque a et b en sont des zéros consécutifs et de méme que v; — v
par hypothése. Donc (v1 — v2)y1y2 est une fonction continue sur Ja;b[, de signe constant et non
identiquement nulle. Il en résulte, par positivité de l'intégrale et par caractérisation des fonctions
continues nulles, que son intégrale est du méme signe (strictement), & savoir celui de y2y; et aussi du
signe commun & y5(a)y1 et —y5(b)y; d’apres le raisonnement déja effectué en question 2a. Par conti-
nuité de y; en a et b, —y1(a)ys(a) et y1(b)ys(b) sont, au sens large, du signe opposé, ce qui entre en

contradiction avec le résultat précédent. On en déduit que ‘ y1 admet au moins un zéro dans ]a; b[. ‘

PARTIE II

Puisqu’on a affaire & une équation différentielle linéaire homogene scalaire d’ordre 2, d’aprées le
théoreme de CAUCHY-LIPSCHITZ, l'espace E des solutions de (D)) est de dimension 2 et isomorphe
a R? et, pour tout ¢ dans [0; 1], un isomorphisme est donné par y — (y(t),4'(t)). Il en résulte que
les formes y — y(0) et y — y(1) sont des formes linéaires non nulles sur le plan E, leurs noyaux sont

donc des droites et E) en est l'intersection. Par conséquent ’ dim F est égal a 0 ou 1. ‘
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5.b)

6.b)

7.b)

7.c)

D’aprés ce qui précéde, y, est dans le noyau de la forme y — y(0), défini sur le plan des solutions de
(Dy), qui est donc une droite. Il en résulte que y, est une base de ce noyau. Comme le noyau de y
y(1) est également une droite, I'intersection de ces deux droites n’est pas réduite a {0} si et seulement

Ex # {0} <= (1) = 0]

Soit A une valeur propre. On applique les résultats de la question 4b avec uw = 1, v; = —p pour un
réel p1 tel que p < infjg,;;7 — A et v = A —r. Alors on a affaire a trois fonctions de classe C*° sur
[0;1] et telles que, pour 0 < z < 1, on ait u(x) > 0 et ve(x) < v1(x). Comme y, appartient a E,, ,,,
elle admet deux zéros dans [0; 1] et donc toute solution de E,, ,, admet au moins un zéro dans ]0; 1].
Si p est positif, alors & — exp(/pz) est solution de E, ,, mais ne s’annule pas sur [0;1]. On en
déduit que p est nécessairement strictement négatif et donc inf|p,;) r — A ne saurait étre strictement
positif, i.e.

si y, appartient également & cette seconde droite. Autrement dit

’ toute valeur propre est supérieure ou égale a inf,c(o,1) 7(z). ‘

Soit A1 et Ay deux valeurs propres distinctes et y1 et yo de Ey, et E,,. On applique cette fois les
résultats de la question 4a avec u = 1, v1 = max(A1, A2) — r et vo = min(A;, A2) — . Ce sont bien
des fonctions de classe C* sur [0;1] et telles que, pour 0 < z < 1, on ait u(x) > 0 et va(x) < vy(x).
On remarque les calculs faits n’utilisent nullement le fait que a et b soient des zéros consécutifs de
y2. On peut donc appliquer le résultats en prenant a = 0 et b = 1 puisque y, s’y annule. Comme y;

1
aussi il vient / (v1(z) — va(x))y1 (z)y2(z) dz = 0. Comme vy — v9 est une fonction constante non
0

1
nulle, on en déduit / y1(x)y2(z)dz = 0.
0

PARTIE II1
L’équation (D) s’écrit ¢y’ + Ay = 0 et donc, puisque A > 0, un systéme fondamental de solutions
sin (\f)\x)
R

en est donné par = — sin (ﬁx) et x — cos (\F/\x) et ainsi, pour x € [0;1]. |yx(z) =

VA
VA

™

Les zéros de y, sont donc les éléments de [0;1] N Z. Or pour n dans Z, on a, puisque > 0,

VA

T VA
— <1l«<=0<n<—,donc|NA\) =1+
VAT - T »

Puisque z — [z] est localement constante (et donc continue) sur R\ Z et localement constante (donc
continue) & droite et discontinue & gauche sur Z,

0<n

N()) est localement constante (et continue) a droite de Ay et est localement constante a gauche
en A si et seulement si elle y est continue a gauche et ceci se produit si et seulement si A est de
la forme k%7? avec k € N.

On démontre par récurrence finie sur j dans [1;n] le prédicat (H;) suivant : (—1)7 71y,  est stricte-
ment positive sur |c;;¢;q1[ et (—1)jy’AO (¢j41) > 0, pour j < n—1, et strictement positive sur |c,; 1],
si j =n.

Puisque y,, ne s’annule pas sur J¢;; co et y est continue, d’apres le théoréme de BOLZANO, elle y est
de signe constant (strictement) et ce signe est égal a celui de y} (c1) et opposé a celui de y} (c2),
comme vu durant la réponse a la question 2a. Comme, par hypothese, y} (c1) = v} (0) = 1, on en
déduit que (Hy) est vrai.

Soit maintenant j entier tel que 1 < j < n — 2 et (H;) soit vrai. Comme yy, ne s’annule pas
sur Jcjp1;¢i42[ et y est continue, d’apres le théoréeme de BOLZANO, elle y est de signe constant
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(strictement) et ce signe est égal a celui de y) (cj+1) et opposé a celui de y} (cj12). Comme, d’apres
(H;), (=1)7y4,(¢j+1) > 0, on a aussi (—=1)UFDTyL (c;11) > 0 et on en déduit que (H;41) est vrai,
en notant dans le cas j = n que y,, ne s’annule pas en 1. D’ol I'assertion d’apres le principe de
récurrence.

Par continuité de y) —on dispose alors, pour j dans [1;7n], de voisinages (a droite si j = 1, & gauche
si j = n et bilatéral sinon) de ¢; tels que yg\o soit de signe constant (strictement) sur ces voisinages.
D’ou l'existence d’une suite strictement croissante (§j)0§j§2n de réels tels que

=8 <& < <e<E << <1 << &pa< ey <fopo1 <=1

et, pour j dans [1;n], (=1)71y} est strictement positive sur le voisinage de ¢; donné par [£2;_o; €25 1]

Mais alors, d’apres (H;), on en déduit également qu’on a (—1)7 1y, > 0 sur [€9;_1; &2;]. Autrement
dit

(i) &=10,&, =1,0<& <& et, pour j € [2;n], Loj—2 < ¢ < &1
(i) (=1)7Ttyx, > 0 sur [€o-1;&25], j € [1;n];
(i) (~1)7g}, > 0 sur [6253605+1) 5 € [0~ 1]

8.b) Par équivalence des normes en dimension finie, on peut munir R? de la norme ||-||_ donnée par
(s,t)|| .. = max(|s|,[t]). Puisque F' est de classe C> sur le compact I x J, d’apres le théoreme de
HEINE, elle y est uniformément continue. Soit alors, pour € dans R}, 6 dans R tel que pour tous
(s1,t1) et (s2,ta) dans I x J vérifiant ||(s1,t1) — (s2,%2)||,, < € on ait |F(s1,t1) — F(s2,t2)| < 0,
alors en particulier pour tous s; et so dans I et tout ¢ dans J, on a

(51— s3] <& = |F(s1,t) = F(s5,1)] <& |
8.c) Soit j dans [0;n — 1].
— On pose Iy = R. Pour tout A dans Iy, on a yx(§) = 0 et donc y admet un zéro dans [§o; &1].
Si j > 1, puisque on a (—1)7"yx, (£2)(=1)7F2yx, (€241) > 0, fce. yag(€25)yno (§2j+1) < 0, par
continuité de A — yi(x) au voisinage de Ao, pour z = & et & = £g;41, on dispose de I;
un voisinage de Ag tel que, pour A dans I, yx(&2;)yr(&2;+1) < O et donc, en particulier, par
continuité de yy et d’apres le théoréme de BOLZANO, yx admet un zéro dans [£2;; &2j41]-

— Puisque (—1)7y}, > 0 sur [£5;;&2;41] et que ) est continue sur cet intervalle, d’apres le
théoreme de WEIERSTRASS, on dispose de e dans Ry tel que (—1)7y} > e sur [€95;&2;41]-
D’apres la question précédente, on dispose alors d’un voisinage J; de Ag tel que, pour A dans J;
et pour tout ¢ dans [£25;&2;41], on ait ‘yg\o (t) — yA(t)| < € et donc, en particulier, (—1)7y} > 0
sur [£2;;&2j4+1], i.e. pour X dans Jj, yx est strictement monotone sur [£25;&2541] et y admet donc
au plus un zéro.

— Puisque (—1)7yy, > 0 sur [&2511;&2542] et que yy, est continue sur cet intervalle, d’apres le
théoréme de WEIERSTRASS, on dispose de £ dans Ry tel que (—1)7yy, > € sur [£2j41; E2j42]-
D’apres la question précédente, on dispose alors d’un voisinage K; de Ag tel que, pour A dans
K et pour tout t dans sur [£2541;&25+42], on ait |yx,(t) —ya(t)] < € et donc, en particulier,
(=1)7yx > 0 sur [€2j41; E2j42], i.e. pour A dans Kj, y) n’admet aucun zéro dans [E2;41;Eajt2]-

Il résulte de cette étude, et puisqu’une intersection finie de voisinages de Ag en est un, que pour A

n—1
dans ﬂ (I; nJ; N K;),
§=0

yn a exactement un zéro dans chacun des intervalles [£2;;&2;4+1], mais n’en a aucun dans les
intervalles [£2;_1;&2;]-
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On en déduit que, pour A dans le voisinage précédent, y, admet exactement n zéros dans [0;1], i.e

N()\) = N(Xo), ie. ’ N (M) est constant dans un voisinage de Ag.

9. Soit A et p deux réels vérifiant 0 < pu < A — p. D’apres la question 7b on dispose d’une solution y de
Ey, ayant 1+ [\/ﬁ} zéros dans [0;1]. On applique alors le résultat de la question 4b avec u = 1,

T
v1 = A — p et vy = pu, qui vérfient les hypotheses de cette question. On en déduit qu’entre deux zéros

Vi

de y (au sens strict) on peut trouver un zéro de y, et donc que celle-ci admet au moins [} zéros
T
alors trouver une suite de réels p vérifiant 0 < p < A — p et tendant vers )\ p. Par passage a la limite
A— A—
il vient N(\) > YAZP > [V p}
T ™

dans ]0; 1[. Comme elle s’annule aussi en 0, on en déduit N(\) > . Si A > p, on peut

. Comme cette inégalité s’écrit N(A) > 0 dans le cas A = p, elle

est encore vrai et on en déduit, pour A > p, | N(A) > [(A — p)¥/2771].

10.a) Soit I un intervalle tel que yx(1) est non nul pour tout A dans I. D’apres la question 8c, A — N(A)
est alors localement constante, donc continue sur /. Comme N est discret et I connexe par arcs, on

en déduit ‘N()\) est constant dans I. ‘

10.b) Si ’ensemble des valeurs propres était borné, on disposerait d’un voisinage de 'infini ]a; +o00[ sur
lequel yx(1) est non nul pour A > a, et donc, d’aprés la question précédente N(\) serait alors
constant pour A > a, mais ceci contredit N(\) > [(A — p)'/27r~1]. Par conséquent I'ensemble des
valeurs propres n’est pas borné, en particulier

’ il est non vide et infini.

PARTIE IV

11. D’apres le théoréeme de SCHWARZ, puisque y est une fonction de classe C*° en deux variables, I'ordre
de dérivation n’importe pas. En dérivant la relation (7), il vient

0%y oy
A— =0,
Foion t A gy T =
i.e. (#4). On en déduit, en ajoutant A — r fois la seconde colonne a la premiere,

0%y
a2 Y 0 Y
0> — _ 2
8§3y @ = @ =Y,

dx20N O OA

i.e. (i7). Enfin on a, puisqu’en dérivant la premiére ligne on obtient la seconde, et en utilisant la
multilinéarité du déterminant,

9 y y
91 ax _ | 9 _ .2
oz 32)3\/ Ay |~ 3§\y Py~ Y

A0\  Ox 0220\ 022

et donc, en intégrant par rapport & z, il vient, puisque yx, (Ao, 1) = yx, (Ao, 0) = 0 et puisque la fonction

A +— 4, (0) est identiquement nulle et donc %()\0, 0) =0,
1
1 L0.w) Yo, 7) o d
/ y(Ao, 2)* dw = 81\ ay 83//\()\0’ )8Z (Aos 1) .
0 9y
8968)\()\0’ D g0
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12.

13.

Enfin par positivité de l'intégrale et caractérisation des fonctions continues nulles, puisque y,, est
continue et non identiquement nulle, il en va de méme pour yio, et celle-ci est, de surcroit, positive,

/01 y(ho, )2z > 0. Diow [ (id), (iid) et (iv).|

On note n = N(\g). En reprenant la démonstration donnée en 8a on dispose d’une suite strictement
croissante (§;)o<j<2n—2 de réels tels que

1= <& < << << <1< <&pa<cyp=E5p=1

et, pour j dans [1; n], (—1)j+1y3\0 est strictement positive sur le voisinage de ¢; donné par [{2;_2; &2j—1]
et, pour j < n, (—1)7T1yx, > 0 sur [€2;_1;&2;]. En particulier on a (—=1)"*'y} (1) > 0 et donc, d’aprés

0
ce qui précede (—1)"‘*15’—‘;{()\07 1) > 0.
On introduit alors comme en question 8c des voisinages I;, J; et K; de sorte que :
— pour A dans [}, avec 0 < j <n—2, yx(&25)yx(&2541) <0;

— pour Adans I,,_1, (—1)"“%(/\, 1) est strictement positif sur [€2,—2; 1] et, en particulier, si A < Ag
alors yx(§2n—1)ya(1l) > 0 et si A > Ag alors yx(E2n—1)yr(1) < 0;
— pour A dans J; et pour tout t dans [25;&2j+1], |y’AO(t) — yg\(t)| < € et donc, en particulier,
(=1)7y5 > 0 sur [€25;€2541];
— pour A dans K et pour tout ¢ dans sur [€241;&25+42), [Yr, (£) — ya(t)| < € et donc, en particulier,
(=1)7yx > 0 sur [€41;E2j42)-
Le premier point permet d’assurer au moins n — 1 zéros, le second en rajoute un si A > Ag, le troisieme
montre qu’on a ainsi trouvé tous les zéros dans les intervalles [£25;&2j41] et le dernier montre qu'il n’y

en a pas ailleurs dans [0; 1]. Puisqu’une intersection finie de voisinages de Ag en est un, on en conclut
qu’on dispose de € dans R} tel que

[ N(A) = N(A) — Tacx, sur Ao — &3 Ao + <[

D’apres la question 6a ’ensemble des valeurs propres est minoré ; on note a un minorant de cet ensemble.
D’apres la question 10b il est infini non borné ; on note a une valeur propre et, pour z réel, on note a(z)
une valeur propre supérieure a x. D’apres le raisonnement de la question précédente les valeurs propres
sont isolées puisque pour toute valeur propre Ao on dispose de £ dans R tel que, sur |A\g — &; A\g + €],
A = y(A, 1) est strictement monotone et donc en particulier injective, ce qui impose yx(1) # 0 pour
A #£ .

On en déduit que dans tout segment il n’y a qu’un nombre fini de valeurs propres. En effet, si ce n’était
pas le cas on disposerait d’une suite bornée de valeurs propres toutes distinctes et donc, d’apres le
théoréeme de BOLZANO-WEIERSTRASS, d’une telle suite qui soit de plus convergente. Par continuité de
A = yx(1), elle convergerait vers une valeur propre et ceci entre en contradiction avec le fait que cette
valeur propre limite est isolée, d’une part, et que la suite est injective, d’autre part. Si [b;c] est un
segment contenant au moins une valeur propre, on note oy . la plus petite des valeurs propres parmi
le nombre fini d’entre elles qui appartiennent a [b; c].

On construit alors (A,) par récurrence sur n dans N*. Puisque [a;a] contient une valeur propre, on
peut poser A\ = g . De plus si A est une valeur propre inférieure & a, elle est supérieure a a et donc
a A1, ce qui entraine que A; est la plus petite des valeurs propres.

Supposons (Ag)1<k<n construits de sorte que ce soient des valeurs propres, qu’on ait Ay < Ay < --- < A,
et que toute autre valeur propre soit strictement supérieure a \,,. Alors on pose A\, 11 = @z, 1z a(r,+2)
ol ¢ est choisi dans R tel qu'il n’y ait aucune valeur propre dans JA,; A, +¢[. Alors A, 1 est valeur
propre, A, < An41 et toute autre valeur propre que (Ag)i<k<nt+1 €st strictement supérieure & A,41.

On en déduit qu’on peut écrire les valeurs propres comme une ‘ suite croissante infinie Ay < Ao < ....
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D’apres les questions 12 et 10a on a, pour tout n dans N*, N(\,) — N(A\) = n —1,ie. N(A\,) — n
est une fonction constante. De plus le raisonnement de la question 6a montre plus précisément que si
yx admet deux zéros dans [0; 1] alors A > inf,c[o;1) 7(), on en déduit, en utilisant les questions 12 et
10a N(A) —1 < 1, ie. N(A;) < 2. Comme, par définition d’une valeur propre N(A1) > 2, il vient

N(A1) = 2 et, finalement, | N(\,) =n + 1. ‘




