PREMIERE COMPOSITION DE MATHEMATIQUES
X 2009 — MP

Exponentielles d’endomorphisme, intégrales et séries
PARTIE 1

On désigne par C*°(R) l'espace vectoriel des fonctions réelles, de classe C°°, d’une variable réelle.
On identifie R[X] & un sous-espace de C*°(R) et on confond polynéme et fonction polynomiale.
On définit comme suit des endomorphismes de cet espace :

— pour tout f dans C**(R), (X f)(z) = zf(z), (Df)(x) = f'(x), (Af)(x) = zf'(x),
— pour tout nombre réel ¢ et pour tout f dans C®°(R), (®:f)(z) = f(e'x).

1) Vérifier que la valeur en ¢t = 0 de la dérivée de la fonction ¢ — (®.f)(z) est égale a (Af)(z).

On va maintenant €étudier les puissances de A et chercher le sens a donner da la formule

exp(tA) =
2) Vérifier que, si f est un polyndéme, la série Z A"f)(x) est convergente et de somme
n>0
(@) ().
3) Montrer que, pour tout entier n > 0, on a D"X = X D" + nD" 1.
4) Montrer que, pour tout entier n > 0, il existe des nombres réels positifs pi, 1, £ =1, ---, n,
n

tels que A" = Z unkaka, et exprimer f, , en fonction des (pn—1p)
k=1
Préciser les valeurs de p, 1 et fin .

1<p<n—-1°

5) On désigne par f un polynome d’une variable réelle. Démontrer la relation

+o00 n
V(t,z) e R?  f(elz) = —i—Z(Zt,Mnk)xf (x) -

n=~k

6) Etant donné une suite de nombres réels (ar)ken, comparer les rayons de convergence des

séries entieres Z apx” et Z kaga®.

k>0 k>0
7) Soit f une fonction développable en série entiére au voisinage de 0, de rayon de convergence
+oo

R strictement positif. On note f(z Z arz”. On admettra la propriété (P) suivante :
k=0
hk
k;l

pour |z| < R, la série entiere en h, E F*) () a un rayon de convergence au moins égal &

k>0
+o0 k

— |z|, et si |h| < R~ |z| on a Z o —f®(2) = f(z+h).
a) Vérifier que, si |z| < R, il existe un réel v, > 0 tel que

[t < 7 = |(e" = a| < R—Ja] .



b) Démontrer l'existence de nombres réels (A, 1)1<n.k, indépendants de f et tels que 'on ait

nl
k>1 \n>1""

Ve €]-R;R[, Vte|-ymvl, fle'e)=flz)+) (Z - An,k) P (@)

c) Vérifier qu'on a A, = pin 1 si k < n et A, = 0 sinon.
[On pourra utiliser le résultat de la question 5.]

n!
d) Montrer que, pour 1 <k <mn,ona \,; <2"

k-1

n

e) On pose Z, 1 = 7An7kmkf(k) (x). Indiquer deux réels a > 0 et 7 > 0 tels que
n!

+oo /+oo
lz| <a, t|<n="> (Z |Zn,k|> < 400

k=1 \n=1

tn
f) Montrer que, si [z| < a et [t| < 7, la série Z — (A" f)(z) est convergente et de somme
n!
n>0
(@:f)(x).
PARTIE 11

Dans cette partie, on désigne par F l’espace vectoriel des fonctions f réelles, d’'une variable
réelle, continues et telles que, pour tout entier k& > 0, la fonction x ~ ¥ f(z) soit bornée.

8) Soit f une fonction de F. Montrer que, pour tout entier & > 0, la fonction = — ¥ f(z) est
intégrable sur R.

On posera my(f) = /Ra:kf(:n) dz.

9) Soit f et g deux fonctions de F.

a) Montrer que, pour tout réel z, la fonction y — f(z — y)g(y) est intégrable sur R.
On notera f * g la fonction x — / flz —y)g(y)dy.
R

b) Montrer que f * g appartient a F et écrire une formule de la forme

k
mk(f * g) = Z ’Yk,pmp(f)mkfp(g) )
p=0

ou les 73, sont des coefficients & déterminer.

On admettra la commutativité et l’associativité de lopération (f,g) — f *g.

Dans la suite du probléeme, on désigne par Fy l’ensemble des fonctions f de F qui sont
positives et telles que mo(f) =1 et mi(f) = 0.



10) Etant donné des fonctions f1, ... , f, de Fo, calculer mo(f1 - fn) et my(fi*---* f) puis
exprimer ma(f1 * - * fy) en fonction des (m2(fi));<;<p-

Pour tout réel a > 0, on désigne par Ty, 'endomorphisme de F défini par (Tof)(z) = af(ax).
11) Calculer my (T, f).

Dans la suite du probléme on désigne par (f;)ien+ , des fonctions de Fy, et, pour tout n, on

pose Fy, = fir*---x fn,. On suppose que tous les ma(fi) sont majorés par une méme constante
C.

“+oo —x

(TuFy)(x) dz et / (TuF,)(z) dz

—00

12)a) Montrer que, pour tout réel o > 0, les intégrales /
tendent vers 0 lorsque n — 4o0. ¢

b) Etant donné une fonction h continue bornée sur R, étudier le comportement, lorsque n
tend vers +oo, de /R h(z) (T, Fy)(z) de.

[On pourra considérer d’abord le cas ou h(0) = 0.]
13)a) Etablir une inégalité entre my(f) et mo(f)? lorsque f € Fo.
b) Démontrer la formule, pour n > 2,

n

my(Fp) =Y ma(fi)+6 Y ma(fi)yma(f;) -

=1 1<i<j<n

¢) Trouver une condition portant sur les my4(f;) sous laquelle on ait, pour tout a > 0,

$ / R (1) da < 4o .

n>1"%
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PREMIERE COMPOSITION DE MATHEMATIQUES — X 2009 — MP
PARTIE I

1) Pour z et t réels on a (®4f)(x) = f(elx). Par composition de fonctions de classe C*, t —
(®+f)(x) est une fonction de classe C™ en t, de dérivée donnée par e’z f’(e'x) et donc la

valeur en 0 de sa dérivée est = f'(z), i.e. (it [(®:f)(2)] (0) = (Af)(x).

2) Soit k dans N et f la fonction polynomiale associée & X*. On a donc Af = kf et donc

’Vl
la série Z ) est la série E

n>0 n>0
i.e. (e'z)*. La formule est donc valide 10rsque f est un élément de la base canonique de
R[X]. Or les quantités étudiées sont linéaires en f, et donc pour f polynomiale, la série

(z), qui est convergente de somme e* f(z),

tn

Z 7'(A"f)(x) est convergente et sa somme est (®;f)(z).
n!

n>0

3) Soit n dans N*. Il résulte de la formule de LEIBNIZ de dérivation d’un produit qu’on a

DX = Z( ) X)D" ¥ et donc | D"X = XD" + nD""1]

4) Ona A = XD et, pour k dans N*, X*DFXD = Xkt1Dk+1 1 kL X*DF d’apres la question
précédente. On en déduit par une récurrence immédiate que, pour tout entier n > 0, il existe

des nombres réels positifs (f, 1 )1<k<n tels que | A" = Z ,un,kaDk avec, pour 1 <k <n et
k=1

en convenant fin—1,0 = fin—1,n = 0, ‘ﬂn,k = kin_1k + Hn—1,k-1- ‘
En particulier il vient p, 1 = ptn—11 €t fnn = fn—1,n—1 €t, comme on a p1 1 = 1, on en déduit
‘,un,l = fnn = L. ‘

5) On déduit de ce qui précede que pour 1 <k <nona0 < pyi < (2k)" puisque c’est vrai
pour tout n si k =1 et donc en particulier sin =1, et qu'on a

2n—1kn 4 2n—1(k o 1)n—1
2nkn

< <1

N

_l’_

N | =

t’l’b
et donc, pour tout ¢ réel et tout £ dans N*, Z fink—y converge par majoration de la valeur
n!
n>k
absolue du terme général par celui de exp(2k |t|). En utilisant la question 2 et la question
précédente, il vient, pour x et ¢ réels, et en notant d le degré de f :

+00n

fle'z) = +Z (A" f)(

400 n

= +ZZunk—x’“f(k()
n=1k=1

+o00 min(n,d)

n=1
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tm sy
et donc, puisque les séries Z Hn, oy sont toutes convergentes, par linéarité de la somme on
n>k !

en déduit
d +o0 n
Flee) = f@)+ (z un,k,> 2 10 ()
k=1 \n—k "
400 tn
ou encore, puisque f*) est nulle pour k > d, | f(e'z )+ Z (Z —hn k) ok pk ( ).
= n==k

6) Le lemme d’ABEL permet d’affirmer que ces rayons de convergence sont

7) a. Par continuité de I’exponentielle en 0 et linéarité de la limite on a, pour z réel, (e! — 1)z =
o (1) et dong, si |x| < R, alors R — |z| > 0 et on dispose de 7, strictement positif tel que,

si [t] < vz, alors ||(e! — 1)z| < R — |z|.

b. Soit x dans |—R; R| et t dans |—~,; V[, d’apres la propriété admise et la propriété définissant
Yz, On a donc
+o00 t k
e — 1z
fle'a) = s + 3 p @ L
k=1 :

Or I'exponentielle est développable en série entiere en 0, avec rayon de convergence infini,
et donc il en va de méme pour t — e’ — 1 qui, de plus, est nulle en 0. Il en va alors de
méme pour les puissances de cette fonction et leurs multiples, i.e. on dispose de nombres
réels (Ap k)1<kn, indépendants de f (et de z) et tels que l'on ait

400 4n

fetx +Z (Z )\nk>:n f(k)(m).

c. Pour n et k dans N* on pose fi,, x = pinr si k < n et fi, = 0 sinon. Pour f une fonction
polynomiale réelle. Elle est développable en série entiére sur R et donc d’apres les questions
2 et 5, on a pour tout t réel

+oco /400 ~ n
3 (57 ot el ki) —o,
n=1 .

k=1

puisque l'identité est vraie en tant que fonction de x pour tout = (car on peut choisir R
arbitraire) et tout ¢ (car on peut choisir v, arbitraire). Ces identités pour f variant dans
la base canonique fournissent un systéme triangulaire d’équations, puisque XP? est vecteur
propre de X*D* pour la valeur propre p(p —1)--- (p — k + 1), et une récurrence immédiate

fournit : X
t__ 1 k 00 )\
Vk e N*Vte R QZZ 'tn_ Mn'ktn
k! “— nl “

Par unicité du développement en série entiere, puisque le rayon de convergence est non nul,
on a, pour tous k et n dans N*, A, ;. = [ip, 1, i.e. ‘)\n,k = pnk sik <net A, =0 sinon.
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d. On déduit de la question 4 et de la question précédente qu’on a, pour k et n dans strictement
supérieurs a 1, A, = kAy—1 % + Ay—1,k—1, puisque pour k£ > n 'identité s’écrit 0 = 0k + 0
et pour k = n elle s’écrit 1 = 0k + 1. On en déduit

k! k k! (k—1)!
—A = —|— —— A1k
ol \k " ((n— 0! n—1,k T (n—1)! n—1,k 1)
k! (k—1)!
< —— A1k
puisque pour k > n toutes les quantités sont nulles. Par récurrence immédiate, il vient
|

FAn’k < k2" puisque, pour n = 1, le seul point a vérifier est n =k =1,1ie. A\j; =1<2,

!
puisque pour k> 1 on a A =0 < 2k. Il en résulte | An . < Qn(k”i'l)l,

n!

(k—1)!"

e. Comme vu durant la démonstration la majoration précédente est valide pour k et n dans
N*. On en déduit pour k et n dans N* et = et t réels

Remarque : cette démonstration donne directement A, j, < on—1

\l’\k (k)
(k—1)! 1@

1
En particulier si |t| < 57 comme on majore par une série géométrique, la série E | Zn k|
n>1

|[Znkl < (2]2))"

k

o7 [

20t =]

1—2]t| (k-
F®) (z) et Z%f(k)(x) ont méme rayon de

converge et par inégalité triangulaire sa somme est majorée par

k

Or, comme séries entieres en wu, ZW

convergence par le lemme d’ABEL (question 6) et comme ce dernier est au moins égal a
R — |x| d’apres la propriété admise sur les fonctions développables en série entiere, pour

lx| < X la série précédente converge absolument en particulier pour v = z, i.e.

R 1 (X
pouraz;etn:§,ona(]x|<ozet ]t]<77):>kz::1<2|2nk|> < 400.

n=1

f. Pour |z| < ac et |t| < n la série Z Zn ; est absolument convergente d’apres ce qui précede,

n>1
donc convergente et sa somme est majorée en valeur absolue, par inégalité triangulaire, par
+o0 oo
Z | Zp,k|. 11 en résulte, toujours grace a la question précédente que la série Z Z Zp ) est
n=1 k>1n=1

absolument convergente. De plus d’apres le théoreme de TONNELLI appliqué aux familles
de réels positifs, et d’apres la question précédente, la série Z | Zn k| converge pour tout n

E>1
+oo
dans N* et la série Z Z | Zn 1| converge également (et sa somme est celle obtenue avant
n>1k=1
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interversion des signes somme). On en déduit comme précédemment que les séries E Lk

E>1
+o0o
et Z Z Zn.k sont absolument convergentes donc convergentes, et qu’on peut appliquer le
n>1k=1
théoreme de FUBINI discret. On en déduit donc qu’on a alors
“+00 +00 +00 +00
D2 Znk =22 Ik
k=1n=1 n=1k=1
—+00 tn
D’apres les questions 7c et 4, on a, pour n > 1, Z Znji = —'(A"f)(x) D’apres la question
n!
k=1
+00 +00
7b, si de plus |t| < vz, on a Z Z Znk = f(e'z) — f(x), d’olt le résultat dans ce cas la. Par
k=1n=1

ailleurs si |ef — 1| < 1, alors |(e* — 1)z| < |z| < R—|z|. Or par croissance de I'exponentielle,

1
pour [t| < 5 ona 0 < e' < /e < 2 puisque e < 4, et donc |e! — 1| < 1. On en déduit

v et il en résulte, pour =—et|z|<a= E f)(z) = f)(z).
T2 P > 2’ = n! ¢
PARTIE II

On étend opérateur X a F.

8) Soit k dans N. Puisque f est continue sur R, X*f aussi et y est donc localement intégrable.
Puisque X*f et X**+2 f sont bornées par hypothese, il en va de méme pour (1+ X2)X*f, i.e.

1) =0 (1

positive et intégrable sur R, |z — ¥ f(2) est intégrable sur R.

) au voisinage de +oo et donc, par comparaison a une fonction continue

9) a. Soit x un réel. Par hypotheése f est bornée sur R et d’apres la question précédente g est
intégrable sur R. Comme f et g sont continues sur R, par composition par une application
affine et par produit, il en va de méme pour la fonction y — f(z — y)g(y) et celle-ci étant

dans O (|g|), par comparaison, |y — f(z — y)g(y) est intégrable sur R. ‘

b. Comme f et g sont continues sur R, par composition par une application linéaire et par
produit, il en va de méme pour la fonction (z,y) — f(z — y)g(y) et donc aussi de ses
applications partielles. Comme on a obtenu a la question précédente une majoration indé-
pendante de z, par continuité sous le signe intégral, on en déduit que f * g est continue sur
R.

Pour k entier naturel et x et y réels, on écrit

k
e —y)gly) = Y (;) (@ —)F P (@ — yyPely)
p=0
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et donc, puisque f appartient & F et par inégalité triangulaire
" (k
ESCEOIESS ( ) sup |57 £(1)| [y7g ()]
p=0 P/ teR

et donc, par intégration et inégalité triangulaire,

27 % 9| < Zk: (i) Sup tk_pf(t)uﬁlypg(y)ldy,

=0 teR

ce qui est licite car g appartient a F et d’apres la question 8 et par conséquent

‘ f * g appartient a F. ‘

On va montrer que pour tous entiers p et ¢ on a

| ([ @=wrre-pwama)de= [ ([ @-ure-oat)dar)ay.
Comme, par changement de variable affine, pour tout y réel on a
[ =t = ggly) de = yig(y) [ 240 dt = my(f)
R R

on en déduira

m(fg) = > <k>

. k RN .
e [vkp = (p). On considére, comme fonction de x,

pla) = [ (@ =) f@ = )ygly)dy

En développant (z — y)P par la formule du binéme, on se raméne a considérer, comme
fonction de x des intégrales de la forme / f(z — y)y"g(y) dy. Comme lintégrande est

majoré indépendamment de z par supg |f||y"g(y)|, qui représente une fonction intégrable,
le théoreme de continuité sous le signe intégral permet de conclure que ¢ est continu sur
R. De plus on a déja démontré que la fonction ainsi obtenue est intégrable sur R. On peut
donc considérer I'application ® donnée par

o) = [ ewr= [ [ @—urre -yt dyde.
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Cette fonction est caractérisée par le fait que c’est une primitive de ¢, de limite nulle en
—o0, d’apres le théoreme de LEIBNIZ-NEWTON (théoréeme fondamental du calcul différentiel
et intégral). On considére maintenant I’application 1 donnée a y fixé par

t

W) = [ @=yp i - ity de.
—0o0

Comme l'intégrande est une fonction intégrable sur R, ¢ est bien défini, et sa dérivée par

rapport a t est donnée par z — (z — y)P f(z — y)ylg(y). Comme ¥ et sa dérivée sont dans

O (|y%9(y)|), la majoration étant indépendant de ¢, le théoreme de LEIBNIZ de dérivation

sous le signe intégral permet de conclure que 'application

e /R /_too(‘” — )P fz —y)ylgly) dedy

est bien définie, de classe C' et de dérivée égale & ¢. Comme sa limite en —oo est nulle,
par continuité sous le signe intégral, on en déduit que pour tout x réel

[ ([a-vrse-wpswa)ar= [ ([ @-yrse—ugwar)ay.

et donc, par intégrabilité et continuité sous le signe intégral, en prenant la limite en +oo,
il vient

/R (/R(x BRI dy) dz = /R </R(~’C —y)f(z —y)y'g(y) d$> dy .

10) D’apres la formule précédente, on a, pour f et g dans Fo, mo(f * g) = mo(f)mo(g) = 1,
mi(f * g) = mo(f)mi(g) + mi(f)mo(g) = 0 et ma(f * g) = mo(f)ma(g) + 2mi(f)mi(g) +
ma(f)mo(g) = ma(f)+ma(g) et donc fxg € Fy et ma(f*g) = ma(f)+ma(g). Par récurrence
immédiate on en déduit, puisque Fy est stable par (f,g) — f x g,

mo(fi*---*fn) =1, m(fr*---%fn) =0et mg(f1*~~>kfn):2m2(fi).
i=1

11) Par changement de variable affine bijectif, il vient | my (T, f) = a *my(f).

12) a. Soit av > 0. Puisqu’on a affaire & des fonctions dans Fy, il vient (par analogie avec I'inégalité
de BIENAYME-TCHEBYCHEFF) par positivité et puisque Liaito0) € 5 Ljas+o0)s
o
< o dz < 1 _ 1 ¢
0< [T @B @) de £ gma(Tu) = —ma(F) = =25 =o(1) .

Par changement de variable x — —x, Fy est stable par I'application qui a f associe z +—
f(—=x) et en appliquant le résultat précédent aux transformées des f; par cette application,
puis en effectuant le changement de variable inverse, on obtient

lim / T (T E) () de = lim /_ (T (@) d = 0.
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b.

13) a.

Pour n dans N*, puisque h est continue et bornée et T, F;, continue et intégrable sur R,
hT, F, est continue et intégrable sur R. On écrit, pour a > 0,

h — h(O) - (h - h<0))]1[fa;a] + (h - h(o))]lR\[fa;oz]
et il vient par inégalité triangulaire

‘h - h(O)’ < sup |h(.’13) - h(0)| ]l[fa;a] + 2sup ‘h‘| ]lR\[fa;a] :
—a<z<a R

Soit € dans R, par continuité de i en 0, on dispose de a tel qu’on ait  sup |h(x) — h(0)] <

—a<zr<a o
e. Il en résulte que, pour tout n dans N* et par positivité de T}, F,,

‘(h - h(O))TnFn| < el Frn+ 2S11ip |h| ]lR\[fa;a]TnFn .
Comme on a mo(T,,Fy,) = 1, il vient

[ @) TuF) (@) do = h(0) = [ (h(a) ~ h(0))(TuFa)(z) da
R

R

et donc, d’apres la question précédente on dispose de N dans N* tel que pour n > N on
ait, par inégalité triangulaire ainsi qu’inégalité de la moyenne,

yéﬁ@xnfm@yu_hmﬂgg+2%WM5

ce qui montre lim/R h(z) (T, Fy)(x) dz = h(0).

Soit f dans Fy. Par positivité de f on peut considérer X2\/f et \/f et ces deux fonctions
sont de carré intégrable sur R. Il résulte de I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ ma(f)? <

ma(f)mo(f) = ma(f) et donc | ma(f) > ma(f)*.

. D’apres la question 9b pour des fonctions f et g dans Fy, on a my(f *x g) = my(f) +

6ma(f)ma(g) +ma(g). Il en résulte par récurrence immédiate et en utilisant la stabilité de
Fo par produit de convolution et ’additivité des moments d’ordre 2

Zm4 fz +6 Z ma fz m2(f])

1<i<j<n

. Comme pour le cas particulier de la loi des grands nombres démontré par MARKOV, on

suppose que les f; ont un moment d’ordre 4 majoré par une constante K indépendante de
1. Il vient alors, par analogue de I'inégalité de MARKOV et positivité,

WENOﬁ/WEMMﬁh<1m@F)7mm%

o ot nia

D’apres les deux questions précédentes il vient

m(F)<nK+6( VVRVE = 0 (n?)
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+o00 1
et donc / (T Fn)(x)de = O <2> Par comparaison entre séries a termes positifs avec
o n

T 4o
une série de RIEMANN, on en déduit que la série Z / (T, F,)(x) da converge dés que
n=1"%

\aK eR,, Vie N, my(f;) < K\




