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Valeurs singuliéres d’une matrice et inégalités de traces
Notations et conventions

Dans ce probléme 'espace vectoriel C™ est muni du produit scalaire hermitien usuel noté (.].) ;
on rappelle qu'il est linéaire a droite, semi-linéaire & gauche et que la base canonique (eq, ... ,ey)
de C™ est orthonormale. On note M,,(C) I'espace vectoriel sur C des matrices a n lignes et n
colonnes a coefficients complexes qu’on identifie & ’espace vectoriel des endormorphismes de C"
et I, la matrice identité de M, (C) . Le coefficient de la i-iéme ligne et j-iéme colonne d’une
matrice A est noté A;j. On note A*, appelée adjointe de la matrice A de M,,(C), la matrice
définie pour tous 1 < 4,j < n par A;‘j = Aj;.

On définit les sous-ensembles de M,,(C) suivants :

Ho = {A € M, (C)] A" = 4)

M ={A € H,| (Vz € C"), (z|Az) > 0}

Uy, = {A € Mn(c)‘ (‘v’x,y € Cn) (ACE|Ay) = (xly)}
N, ={A € M, (C)| AA* = A*A}

D,, désigne I'ensemble des matrices diagonales dans M,,(C)

Enfin, pour tout sous-espace vectoriel F de C", F- désigne le sous-espace orthogonal pour le
produit hermitien usuel.

Ce probléme a pour but 'étude de quelques inégalités de traces sur les matrices carrées a
coefficients complexes via 'introduction de la décomposition en valeurs singuliéres et le calcul de
la distance minimale pour la norme de Frobenius entre deux matrices de H,, définies & équivalence
prés par des changements de bases dans U,,.



Premiére partie : étude de N,

1. Soit A une matrice de M,,(C). Montrer pour tout couple (z,y) de vecteurs de C™ x C" :
(A%zly) = (z|Ay).
2a. Montrer que A € U, si et seulement si A*A = AA* = [,.

2b. Montrer que A € U, si et seulement si les colonnes de A forment une base orthonormale
de C™.

3a. Montrer que si A € N, A((ker A)') C (ker A)*. En déduire que si A est une valeur
propre de A et si E) est le sous-espace propre associé, alors A(Ef) C Ei

3b. En déduire que N,, = {UDU*, U € U, D € D, }.
4. Soit A une matrice de M, (C). On note A, Ag,--- , A, les racines du polynéme carac-
téristique (non nécessairement distinctes) de A. Montrer que si A € A, alors Y% |\ =
=t |4; ;1% (On pourra calculer la trace de AA*.)
5a. Soit A une matrice de M,,(C). Montrer que si A € NV,,, alors A et A* ont méme noyau.
5b. Montrer que les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(i) A € Ny.

(ii) Tout vecteur propre de A est vecteur propre de son adjointe A*.

Pour (i7) = (i), on pourra procéder par récurrence sur la dimension n et pour un vecteur
propre x de A considérer 'orthogonal de l’espace vectoriel engendré par x.

6a. Prouver que si la matrice A € N, son adjointe A* peut s’exprimer comme un polyndme
en A a coefficients complexes. (On pourra utiliser les polynémes d’interpolation de Lagrange.)

6b. Prouver que si A et B sont dans N,, et commutent alors AB € N,,.

7. Prouver que si A est une matrice de M,,(C) les deux propositions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) AeN,

(ii) Il existe une matrice U € U, commutant avec A telle que A* = AU.

On pourra construire U a partir des valeurs propres de A et raisonner dans une base ortho-
normale bien choisie.

Deuxiéme partie : valeurs singuliéres d’une matrice

8. Montrer que A € H,, (resp. H,) si et seulement si A est diagonalisable dans une base
orthonormale et ses valeurs propres sont réelles (resp. réelles positives).



9. Montrer que si A € H; il existe une unique matrice S € H;' telle que S? = A. (Pour
I'unicité, on pourra se ramener au cas ou A est un multiple de l’identité en considérant les
sous-espaces propres de A.)

Si A est une matrice de M,,(C) on dit que A = US est une décomposition polaire de A si
S € HS et U € Uy,. Dans la suite du probléme, on admettra Uexistence d’une décomposition
polaire pour toute matrice A de M,,(C).

Si A est une matrice de M,,(C) on dit que A = UDW est une décomposition en valeurs
singuliéres de A si U, W € U,, et D € D, est a coeflicients réels positifs ou nuls.

10. Prouver que toute matrice A de M,,(C) admet une décomposition en valeurs singuliéres.
(On pourra commencer par écrire une décomposition polaire de A.)

11. Soit A € M,,(C). Montrer qu’il existe une décomposition en valeurs singuliéres de A pour
laquelle les coefficients diagonaux «; = Dj; de D vérifient ay > -+ - > ay, et que ces coefficients
sont alors déterminés de fagon unique. On les appelera les valeurs singuliéres de A.

Troisiéme partie : inégalités de traces

12. Soit P € M,,(C) une matrice vérifiant
(Pr) P?=p=pP* rang(P)=k.

12a. Montrer que les coefficients de P vérifient :

(i) 0 < P < 1 pour tout entier ¢ entre 1 et n,

(i) S0y P = k.

12b. Soit A1 > Ay > -+ > )\, des réels et D la matrice diagonale telle que D;; = \; pour

tout entier i entre 1 et n. Montrer que Tr (PD) < Y2¥_; \;. Trouver une matrice P vérifiant les
conditions (Py,) telle que Tr (PD) = Y F | ;.

12c. Montrer que si Py, P, sont deux matrices vérifiant les conditions (Py), il existe U € Uy,
telle que P, = UP,U*. En déduire que Y8 ;)\ = [r]n%{xTr(UPU*D) ot P est une matrice
€Ul
vérifiant (Py).
On dit qu'une matrice A de M,,(C) est doublement stochastique si A est a coefficients réels

positifs et vérifie 371 ;| A, = 1 et 357, Ag; = 1, pour tout entier k compris entre 1 et n. On
note DS,, 'ensemble des matrices doublement stochastiques dans M,,(C).

13. Montrer que si U € U, la matrice dont les coefficients sont les \Ui7j|2 est doublement
stochastique.

14. Soit A une matrice doublement stochastique de M.,,(C) et soient

a2 02 2oy, =Pz = Pn



des réels. On suppose que A n’est pas la matrice identité I, et on note k le plus petit entier tel
que Ay # 1.

14a. Montrer qu’il existe deux entiers m et ¢ vérifiant k < m < n, k < £ < n et tels que
Amk: ?é 0, Akl 7& 0, Amf ?é 1.

14b. Construire une matrice doublement stochastique A’ de M,,(C) vérifiant :

(i) A;’j = Aij si (17]) ¢ {(kvk)> (mv k)7 (k>€)7 (m,é)},
(ii) A/, ou A}, est nul,

(iif) Y= Aé,jaiﬁj =Dy A; jaif;.
En déduire que Arggg( i1 j=1 Ajjoify =31 i
15. Soient A et B deux matrices dans M,,(C).

15a. Soit D la matrice diagonale dont les coefficients diagonaux a; = D;; sont les valeurs
singuliéres de A et soit T' la matrice diagonale dont les coefficients diagonaux [3; = T;; sont les
valeurs singuliéres de B telles que

ap Z o2 2o, B2 P22 2 b
Montrer qu'il existe U et V' dans U, telles que Tr (AB) = Tr (UDVT).

15b. Montrer que Tr (AB) = Y i=1 UijViiaiB; et en déduire que
n
i=1

15c. Soient A et B dans H,'. Montrer que |Tr (AB)| < Tr (A)Tr (B).
16. Soient A et B dans H,, et soient

a2 2, =Pz 2 Bn

leurs valeurs propres.

Montrer que

. _r* — . 3.2
Jin ||A—U*BU| g(al Bi)?,

ot la norme sur M,,(C) est donnée par || A||?> = Tr (4*A). On pourra commencer par déterminer

max Tr (AU*BU).
Ueln
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2b.

3a.

3b.

PARTIE I - étude de N,

. Soit x et y dans C™, on a (A*z | y) = *(A*z)y = '‘TAy et donc ‘ (A*z |y) = (x| Ay)‘
2a.

Par définition de U,, et d’aprés ce qui précéde, on a A € U, si et seulement si, pour tous z
et y dans C", on a (z | y) = (A*Az | y) et donc, puisque le produit scalaire est défini, si
et seulement si pour tout x dans C™ x = A*Ax ou encore si et seulement si A*A = I, i.e.
A est inversible d’inverse A*. Puisque l'inverse a gauche est aussi l'inverse & droite, il vient
Acl, & AFA=AA* =1, |

On note (x;)1<i<n les colonnes de A et ¢ le symbole de Kronecker. Alors A*A est la matrice
((@i | z5))1<ij<n et donc A”x A = I, si et seulement si (x; | z;) = d; 5, i.e. (x;) est une famille
orthonormée. Par cardinalité c’est alors une base.

‘A appartient a U, si et seulement si ses colonnes forment une base orthonormée de C™. ‘

Soit A dans N, = dans Ker(A) et y dans (Ker(A))*. Puisque A* commute avec A, A* laisse
stable Ker(A). Il vient alors (Ay | #) = (y | A*z) = 0 puisque A*x € Ker(A) et y € (Ker(4))*.
Par conséquent | A((Ker(A))*) C (Ker(A))*.
Soit A une valeur propre de A, alors A — \I,, commute avec A* et donc aussi avec A* — \I,,.
Comme (A — \I,)* = A* — XI,,, il résulte de ce qui précéde que A — I, laisse stable E/J\- et
donc A aussi, i.e. | A(Ey) C Ey-.

On démontre par récurrence sur n que si A appartient a N, alors A est diagonalisable dans
une base orthonormée. Le cas n = 1 est direct puisque toute base est alors orthonormée. Soit
n > 2 et A dans N,,. Puisqu’on travaille dans C, A admet au moins une valeur propre, que
I'on note A. Si Ey = E, alors toute base orthonormée de C" convient.

Sinon la restriction de A a E/\L est un endomorphisme B de cet espace vectoriel. Pour = et
y dans Ey, on a (A*z | y) = (z | Ay) = (z | By) et donc, par unicité de 'adjoint B* est la
restriction de A* a E/J\- Il en résulte BB* = B*B et donc si B est diagonalisable dans une
base orthonormée de Ef\-, il en va de méme pour A en adjoignant & la base précédente une
base orthonormée quelconque de E). Le principe de récurrence permet de conclure que tout
élément de N, s’écrit UDU ! avec D dans D,, et U dans U, d’aprés 2b. On a donc alors
UDU~' =UDU".

Réciproquement si A = UDU™* avec D dans D,, et U dans U, il vient A* = UD*U* et donc
AA* =UDD*U* = UD*DU* = A*A puisque D et D* sont diagonales et donc commutent
entre elles. On conclut ‘Nn ={UDU*| U € U,,D € D,}. ‘

D’apres ce qui précéde on dispose de D dans D,, et U dans U, tels qu’on ait A = UDU* =
UDU~!. On a donc AA* = UDD*U~! et donc Tr(AA*) = Tr(DD). Comme la matrice
diagonale D est formée des valeurs propres de A et que la diagonale de AA* est formée des
normes des vecteurs lignes de A, il vient

n n n

r(AAY) =YY A [* =Te(DD*) = > |7,

=1 j=1 =1
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Ha.

ob.

6a.

6b.

i.e. Z |Az‘2 = Z Z ‘A,’J“Q.
i=1

i=1j=1

Si A appartient & N, on dispose de D dans D,, et U dans U, tels qu’on ait A = UDU* =
UDU~!. On a alors A* = UD*U~" et donc Ker(A4) = U(Ker(D)) = U(Ker(D*)) = Ker(A*)
puisque D et D* sont diagonales et ont méme noyau, a savoir ’espace engendré par les
vecteurs de la base canonique associés a un terme nul sur la diagonale de D ou D*. Il en
résulte ‘Ker(A) = Ker(A"). ‘

En reprenant le raisonnement de la question 3a., si A appartient a N,,, alors il en va de méme
de A — A\, pour tout scalaire A dans C. Il en résulte que le noyau de A — Al est celui de
A* — \I,, et donc tout vecteur propre de A pour la valeur propre A est également vecteur
propre de A* pour la valeur propre .

Réciproquement soit A dans 9, (C) dont tout vecteur propre est un vecteur propre de son
adjointe. Comme on travaille sur C, on dispose d’une valeur propre de A et d’'un vecteur
propre unitaire x de A, donc aussi de A*. On note F' I'orthogonal de Cx. Puisque Cz est
stable par A, F' est stable par A*. De méme Cz est stable par A* donc F' est stable par A.
Par le raisonnement conduit en 3b. et par unicité de I’adjoint, il en résulte que 'adjoint de
la restriction de A a F est la restriction de A* a F'. En particulier ces deux endomorphismes
de F' ont mémes vecteurs propres. De plus si la restriction de A a F est diagonalisable dans
une base orthonormée, il en va de méme pour A en adjoignant = a cette base. Le principe de
récurrence permet donc de conclure que A est diagonalisable dans une base orthonormée et
donc A € N,, d’apres 3b.

Au final | (7) < (i1).

Soit A dans N,. On note (\;)i<i<, 'ensemble de ses valeurs propres comptées sans multi-
plicité. Puisque 1 < r < n, on dispose d’'un polynéme P de C,_;[X] vérifiant Vi € [1,7r],
P()\;) = )i, par exemple donné par la formule d’interpolation de Lagrange. Soit alors D dans
D,, et U dans U, tels qu'on ait A = UDU* = UDU~!. 1l vient P(D) = D = D* et donc
P(A) =UP(D)U™ = UD*U* = A* et donc | A* est un poynéme en A. |

Si A et B commutent, tout polynéme en A commute avec tout polynéme en B. Par conséquent,
en utilisant la question précédente, si A et B sont dans N, les quatre matrices A, A*, B et

B* commutent entre elles et donc AB commute avec B*A*, ce qui n’est autre que (AB)*. Il

en résulte

Soit A dans M, (C) et U dans U, tels qu'on ait A* = AU et AU = UA, alors A* commute
avec A en tant que produit de deux telles matrices et donc A € N,.

Réciproquement soit A dans N,. On dispose de D dans D, et V dans U, tels qu'on ait
A =VDV* = VDV~ Soit W la matrice diagonale dont les termes diagonaux sont égaux
a 1 si le terme correspondant dans D est nul et & A/\ s'il est égal & A\ non nul. Alors W
appartient a U, puisqu’elle est diagonale & diagonale unitaire et on a DW = D = D*. On
pose alors U = VW V™ de sorte qu’on a

A*=VD*'V*=VDWV*=VDV*VWV* = AU .

De plus, puisque D et W sont diagonales, elles commutent entre elles et donc A et U aussi.
Enfin on a UU* = VWW*V* = VV* = I, et donc U € U,,. Au final | (i) < (ii).
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8.

10.

11.

PARTIE II - valeurs singuliéres d’une matrice

On remarque tout d’abord ’Hﬁ C H, C N, et donc toutes les matrices de ces ensembles
sont diagonalisables dans une base orthonormée d’apres la question 3b. et, si A est une telle
matrice, on dispose de D dans D,, et U dans U, tels qu’on ait A = UDU* = UDU~!. Ainsi
ona A= A* siet seulement si D = D* i.e. D est réelle, ce qui signifie que les valeurs propres
de A sont réelles puisque la diagonale de D est constituée de ces valeurs propres.

De plus si A = A*, A € H;' si et seulement si pour tout vecteur z de C", on a (x | Az) > 0,
i.e. (U*x | DU*z) ou encore, puisque U* est bijective, si et seulement si pour tout vecteur
y de C", on a (y | Dy) > 0. Cette derniére condition s’écrit 31 ; Ai|yi|? en notant ();) la
diagonale de D et (y;) les coordonnées de y et cette quantité est positive pour toutes valeurs
de (y;) dans C" si et seulement si tous les A; le sont. Ainsi

A appartient & H,,, respectivement . si et seulement si elle est diagonalisable dans une
base orthonormée et ses valeurs propres sont réelles, respectivement réelles positives.

. Soit A et S dans H, telles que S* = A alors A et S sont diagonalisables et commutent.

Soit A une valeur propre de S et E) l'espace propre associé, alors A est réel positif d’apres
ce qui précede, et la restriction de A & E) est A2 Idg, puisque A = S?. Comme I'application
carré est injective sur Ry et que les valeurs propres de A sont réelles positives, d’apres la
question précédente, il en résulte que E) est I'espace propre de A pour la valeur propre A\?
puisqu’on a démontré l'inclusion et que l’inclusion réciproque résulte de considérations de
dimension sachant que les espaces propres de A sont en somme directe. Il en résulte que S est
nécessairement égal a I’endomorphisme Z Vipy ol p,, désigne le projecteur sur I’espace
HESP(A)
propre de A associé a la valeur propre u. Comme, réciproquement, un tel endomorphisme est

d’une part diagonalisable dans une base orthonormée avec des valeurs propres réelles positives

et d’autre part de carré A, on en déduit qu’il existe [un unique S dans H;| vérifiant S? = A.

Soit A dans M, (C). On dispose d’une décomposition polaire de A et donc de U dans U,, et de
S dans H; tels qu’on ait A = US. D’apres la question 8. on dispose également de D dans D,,
et a coefficients réels positifs et de V' dans U,, avec S = VDV*. On en déduit A = (UV)DV*
et donc, puisque V* et UV appartiennent a U, (car U,, est un groupe de par la question 2a.

et quona V* =V, ‘A admet une décomposition en valeurs singuliéres. ‘

Les matrices de permutations sont dans U,, d’aprés 2b. et donc si une matrice A admet U DW
comme décomposition en valeurs singuliéres, (UP*)(PDP*)(PW) en est une aussi. On peut
donc choisir D de sorte que ses coefficients diagonaux soient ordonnés de fagon décroissante :

une telle décomposition en valeurs singulieres existe. ‘ De plus, pour toute décomposition en

valeurs singulieres A = UDW, il vient A*A = W*D*DW = W~1D?W, de sorte que la
diagonale de D est formée est racines carrées positives des valeurs propres de A*A. On peut
remarquer au passage que A*A appartient & H." et admet donc des valeurs propres positives
puisqu’on a (A*A)* = A*A et que, pour tout x dans C™,

(x| A*Az) = ||Az||* > 0.

L’ensemble des éléments de la diagonale de D est donc unique et donc, si on impose qu’ils
soient ordonnés de fagon décroissante, ‘ces coefficients sont déterminés de fagon unique.

3
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12a.

12b.

12c.

PARTIE III - inégalités de traces

Puisque X2 — X annule P, son spectre est inclus dans {0, 1} et donc on a Tr(P) = rg(P) = k,
n
i=1

Pour i dans [1,n], on a, puisque P = P? et P* = P,

Py = (e; | Pe;) = (¢; | P?e;) = (P*e; | Pe;) = || Pey|”

et donc 0 < Py; < ||P||%. De plus, comme P est diagonalisable dans une base orthonormée, la
norme de P est majorée par le plus grand module de ses valeurs propres car, si (u;) est une
base orthonormée de diagonalisation et (\;) les valeurs propres associées, on a pour tout x

dans C

n
2 2 2 2 2
IPe? = 30 P 1917 < oo NP e

Il en résulte ||P|| <1 (en fait il y a égalité sauf si P est nul) et donc

n
Soit (x1,...,x,) des réels vérifiant 0 < z; < 1 pour 1 < i < n et Zazz = k. Soit j dans
i=1
[1,k] tel que z; < 1 alors on dispose de ¢ dans [k + 1,n] vérifiant 2, > 0 (sinon on aurait
n

Z xr; < k—1+x; < k) et donc aussi de € strictement positif tel que 2;+¢ < 1et z;—e > 0.
i=1
De plus on a

Z Nty < Z Aixi + ()\j — \o)e
=1 =1

n
et donc la somme Aix; est maximale lorsque 1 = -+ = xp =l et xp1 = --- =z, = 0.
q k k+
i=1

k
Elle vaut alors Z YR
i=1

k
Puisque Tr(PD) = Y>,_; AiPij, il en résulte | Tr(PD) < ) A;.
=1

De plus si P est la matrice I,, j, définie comme diagonale dont les k premiers termes diagonaux

k
sont égaux a 1 et les autres nuls, on a | P2 = P = P* 1g(P) = k et Tr(PD) < Z)‘i'
i=1

Si une matrice P vérifie la condition (Py), elle appartient & H,, et son spectre est inclus dans
{0,1}, donc on dispose de D dans D,, et U dans U, tels qu’on ait A = UDU* = UDU .
Quitte a multiplier par une matrice de permutation comme dans la question 11. on peut
supposer que les valeurs propres de D sont ordonnées de fagon décroissante et il en résulte
D = I, , avec les notations de la question précédente. Par conséquent Py et P sont semblables
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13.

14a.

14b.

15a.

a I, via une matrice de U, et elles le sont donc entre elles : il existe U dans U, tel que
b, =UPU".
k

La question précédente montre que Z)‘i est le maximum des Tr(PD) pour P vérifiant
i=1
(Pr) et donc, d’apreés ce qu'on vient de démontrer, en fixant P vérifiant cette condition,

k
> Ai = max Tr(UPU*D).
= Ueln

Soit U dans U,,, alors U* appartient aussi a U,, et donc, d’apres la question 2b. leurs colonnes
sont des vecteurs unitaires. Il en résulte

n
MoNUxl? =D 1Uk* =1
i=1 =1

pour tout entier k entre 1 et n. Comme les modules sont des nombres réels positifs, il en

résulte que | (|U;;|%)1<ij<n est doublement stochastique.

Puisque les colonnes de A avant la k-éme ont des 1 en position diagonale, tous leurs autres
termes sont nuls, et de méme pour les lignes, puisque A est doublement stochastique. Comme
Ay, est distinct de 1, la k-éme ligne et la k-éme colonne ont des termes non nuls en dehors de
A et on en déduit 'existence de m et £ strictement supérieurs a k tels que Ay et A, sont
non nuls. Il en résulte alors A,,, # 1 car sinon ces deux termes seraient nuls par stochasticité,

ie. \AM £0, Ay # 0 et Ay # 1.\
On pose

A" = A+ min(Ap i, Ae) (Bkk — Ene — Epi + Emy) -

Alors A’ est & coefficients réells par construction et aussi & termes positifs puisque tous ses
termes sont supérieurs a ceux correspondants dans A & l’exception des termes d’indices (k, ¢)
et (m, k) qui sont positifs par définition d’un minimum. De plus A’ vérifie les conditions (7)
et (i1) par construction et définition du minimum. Enfin

> A= Y Agaif; = min(Amk, Are) (xBr — arBe — amBr + ambBe)

ig=1 ij=1
= min(A,,k, Ake) (g — am)(Br — Be) >0

et donc ‘A’ vérifie les conditions (i), (i7) et (7). ‘

n
Il en résulte que la somme Z A;joyf; est maximale parmi les matrices doublement stochas-
1,j=1

n

n
tiques lorsque A est ’identité et donc | max A8, = ;.
q q %, 2 A B ;1 iBi

D’apres la question 11. on dispose de Uy, W1, Uy et Wo dans U, tels que A = U DW; et B =
UsTW,. Il vient alors Tr(AB) = Tr(Uy DW UTWs) = Tr(WoUy DW1UST) par commutativité
de la trace. Comme U,, est stable par multiplication, en posant U = WoU; et V = WUy, il
vient ‘Tr(AB) =Tr(UDVT) avec U et V dans L{n.‘

5
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15b.

15c¢.

15d.

16.

Pour i dans [1,n], on a en notant ¢ le symbole de Kronecker

(UDVT) Z UijD;iVieToi = Y Ui Vi eBibe
Jik€=1 gk l=1

et donc TT(AB) = Z UZJ‘/ﬂOzZﬁ]
i,j=1

Par positivité des réels «; et 3;, il résulte de I'inégalité triangulaire et de I'inégalité de Cauchy-
Schwarz

. . 12 1/2
ITe(AB)| < Y Uil Vil < (Z \Ui,j|2aiﬁj) (Z !Vj,z‘|20%ﬁj)

2,j=1 1,j=1 1,j=1

n
et donc, d’apres 13 et 14b., puisque U et V* appartient a U, | |Tr(AB)| < Z%ﬂi-
i=1

D’apres le calcul effectué a la question 11, les valeurs singuliéres de A sont les racines carrées
des valeurs propres de A*A. Donc, pour une matrice dans ., ce sont ses valeurs propres
puisque A*A A? et qu’on a affaire & des valeurs propres réelles positives. Par positivité on

a aussi Zalﬁl < Z a;3; et donc ‘ |Tr(AB)| < Tr(A) Tr(B)‘

ij=1
Soit A = max(—an, —Br). On note A" = A+ M, et B' = B+ M, alors A’ et B’ sont dans
H,, et toutes leurs valeurs propres sont positives, donc elles sont dans H,l' d’apres la question
8. Pour U dans U,,, U*B'U appartient & H,, et ses valeurs propres sont celles de B’, donc
U*B'U appartient a H,! et donc, d’apres la question 15b.,

ITr(A'U*BU)| < an(ai +A)(Bi +A)
=1

puisque les valeurs propres de U*B'U sont celles de B’ et que les valeurs singulieres des
matrices dans H,, sont leurs valeurs propres. Il en résulte, puisque U*B'U = U*BU + \,,,

A= UBUIP = |4~ U"BU|? = |4 +|| B - 2 (AU BV)
> > ((ozi + A7+ (Bi + A)* = 2( + A)(Bi + )\)) = (o = B;)?
=1 1=1

De plus on dispose de Uy et Uz dans U, tels qu’on ait A’ = Uy (D + A\I,)U; et B' = Us(T +
A,)Us de sorte qu’avec U dans Uy, défini par U = UsUy, il vient

A —U*B'U = Uy (D + A, — Ui Us(T + M) Ui Up) U = Uy(D — T)U

et donc, pour ce choix de U, il y a égalité I'inégalité précédente et il en résulte

n

: e _ B2
min [|A=UBU|| = | >_(ci = B:)*

=1




