COMPOSITION A

X-ENS 2015 - MP

Pour n supérieur & 1, I'espace des polynémes & coefficients réels de degré inférieur ou égal & n est noté R, [ X].
Etant donnés deux polynoémes non nuls P et Q & coefficients réels, leur plus grand commun diviseur (pged)
unitaire est noté P A Q.

Si r est un second entier supérieur & 1, ., ,(R) désigne I'espace vectoriel des matrices a r lignes et n
colonnes & coefficients réels. La notation M = (m;;) signifie que le coefficient & la ligne ¢ et colonne j de la
matrice M est m;;. On note 4, (R) = 4, »(R) et I,, la matrice identité de .#,(R).

Pour M dans .#,(R), on note yas son polyndome caractéristique et M7 sa transposée. On note .7, (R)
(respectivement @, (R)) I’ensemble des matrices symétriques réelles (resp. orthogonales) de taille n. Etant
donné un n-uplet (ay,...,a,) de réels A(ay,...,a,) désigne la matrice diagonale associée :

ai
Aay, ... a,) =

QA

Si M appartient a ., (R), son spectre est réel. On convient de ranger ses valeurs propres (comptées avec
leurs ordres de multiplicité) dans 'ordre décroissant. On note alors Sp(M) = (A > -+ > A,,) et Sp(M) est
donc un n-uplet_ordonné.

Un n + 1-uplet A = (A1,..., A1) € R et un n-uplet i = (u1, ..., pn) € R, ordonnés, sont dit enlacés
si Aj > p; > A\jq1 pour tout j dans [1;n]. Ils sont dits strictement enlacés si A; > p; > \j11 pour tout j.
Par exemple, (4,3,2,1) et (7, e,/2) sont strictement enlacés.

Questions préliminaires

1.(a) Montrer que &, (R) est un sous-groupe du groupe GL, (R) des matrices inversibles.
(b) Montrer que &, (R) est une partie compacte de .Z,(R)
2. Soit M et N dans .%,(R). Montrer qu'il existe U dans &,,(R) tel que N = UMU " si et seulement si
XM = XN-
3. Soit \ = A > >Nr1) €ER"™et = (g >+ > ppn) € R™ Soit @ un réel. Formons

o~

N=M>->XN>2>N1 > > A1)

en choisissant lentier ¢ dans [0;n + 1] convenablement. Si 2 > A; on a donc i = 0, tandis que si
T < Apt1,0on ai=mn+1. On forme de méme

U= > > 22> > > )

On suppose que X et fi sont enlacés. Montrer j <4 < j + 1. En examinant chacun des deux cas j =i
ou j =i — 1, montrer que A" et i’ sont enlacés.

PARTIE I
Soit & = (p1 > -+ > upn) € R™ On se donne des entiers my, supérieurs ou égaux a 1 pour k dans
[1;n]. On pose Q = H(X — k)™ et pour j dans [1;n], P; = e Q .
‘ Ky

k=1
4. On suppose dans cette question et la suivante que tous les my sont égaux a 1.

(a) Montrer que la famille (Q, Py, Pa, ..., P,) est une base de R, [X].
(b) Soit j dans [1;n]. Vérifier (—1)771P;(p;) > 0.
5. Soit P dans R[X] un polynéme unitaire de degré n + 1.



(a) Montrer qu’il existe un unique vecteur (a, oy, as,...,a,) dans R" ™! tel que

n
P=(X-a)Q-3 a;P. 1)
j=1
(b) On suppose que les nombres réels o, ..., a, sont tous strictement positifs. Montrer que P a n + 1

racines réelles distinctes A\; > -+ > A\, 41 et que = (A1 > -+ > Apq1) et [ sont strictement enlacés.

(¢) Réciproquement on suppose que P a n + 1 racines réelles distinctes Ay > -+ > A,41 et que X =
(A1 > -+ > Ap41) et [ sont strictement enlacés. Montrer que, pour tout j dans [1;n], o; > 0.

n
6. On revient au cas général, i.e. my quelconques. Montrer Q A Q' = H(X — )™
k=1
7. Soit (a, a1, 9, ..., a,) dans R"! et soit P dans R[X] défini par la formule

P=(X-a)Q-)Y a;P;.
j=1

(a) Donner une expression de P A @ en fonction des p;, des m; et de I'ensemble J des indices pour
lesquels a; = 0.

(b) On suppose que les nombres aj, ..., a, sont positifs ou nuls.
Montrer que les racines de P sont toutes réelles.

On admettra par la suite que, dans ce cas le plus général, le (N + 1)-uplet des racines de P et le
N-uplet des racines de QQ sont enlacés.

PARTIE II

8. Soit 7 et s deux entiers naturels non nuls. Soit A dans .#,.(R), B dans ., ;(R), C dans .#; ,(R) et D
dans .#Z5(R). On suppose de plus que A est inversible. On considére la matrice M de 4,1 s(R) ayant

la forme par blocs suivante
M = A B .
C D

Trouver deux matrices U dans ., s(R) et V dans .#;(R) telles que
M= A 0\ (L, U
C I 0 Vv

det(M) = det(A) det(D — CA™'B) .

On pourra admettre par la suite que cette formule reste vraie lorsque M et ses blocs A, ..., D sont a
coefficients dans le corps R(X) des fractions rationnelles.

et en déduire

9. Soit M dans .#;,4+1(R) une matrice symétrique. On écrit M sous la forme par blocs

M= (4
y' a

avec a réel, y dans .#, 1(R) et A dans .7, (R).
(a) Si le spectre de A est Sp(A) = (u1 > -+ > py), montrer qu’il existe U dans &,41(R) et z dans

M1 (R) tels que
UMUT: (A(u‘h)un) Z) .
ZT

a



(b) En déduire qu’il existe des nombres réels positifs ou nuls «;, pour j dans [1;n], tels que

n

XM = (X—a)Qo—Zan?OM‘ ,oou Qo= J[(X —m)-
j=1 J

k=1

(¢) Montrer que Sp(M) et Sp(A) sont enlacés.

10. Pour T = (t;;) € My, +1(R), on note T<,, la matrice extraite de taille n dont les coefficients sont les t;;
pour 1 <i,j < n. Soit M dans .%,+1(R). Montrer que ’ensemble

{Sp(UMU <,) | U € Opii(R)}

noté Cpy, est une partie compacte de R™.
11. On suppose de plus que les valeurs propres de M sont distinctes. On a donc Sp(M) = (A1 > -+ > Apq1).
(a) Soit = (p1 > -+ > pn) tel que Sp(M) et [ soient strictement enlacés. Montrer que i appartient
aCy.
(b) Montrer

Cr = {pt|Sp(M) et i sont enlacés} . (2)
PARTIE II1
On considere I’application Diag,, de .#,,(R) dans R™ envoyant M = (m;;) sur (mi1, mag, ..., Muy).

Soit M dans .7, (R). Dans cette partie, on se propose d’étudier I’ensemble suivant
Dy = {Diag,(UMU™") | U € 6,(R)} .

12. On étudie d’abord le cas n = 2. On note alors Sp(M) = (A1 > Ag).
Montrer que Dy est le segment de R? dont les extrémités sont (A1, A2) et (Aa, Ap).

13. Soit M = (m;;) dans ., (R). On note Sp(M) = (A > --- > A,,) € R™. On se propose de démontrer
que, pour tout s dans [1;n], on a :
i=1 i=1

(a) Que pensez-vous du cas s =n?
n—1
(b) Exprimer Zm“ au moyen des valeurs propres de la matrice M<,_; obtenue en supprimant la
i=1
derniére ligne et la derniére colonne de M. En déduire 'inégalité (3) lorsque s =n — 1.

(¢) En procédant par récurrence sur n, montrer 'inégalité (3) pour tout s dans [1;n].
PARTIE IV

14. On note E l'espace vectoriel R? muni du produit scalaire standard et de la base canonique B = {e1, e3}.
On définit une base C = {w;j,ws} de E par w; = e; et wy = %(61 +/3e2).

(a) Soit s1 la symétrie orthogonale par rapport a la droite Rw;. Montrer que la matrice de s; dans la

base C est L .
0 -1

(b) Soit so la symétrie orthogonale par rapport a la droite Rws. Montrer que la matrice de sy dans la

base C est -1 0 .
1 1



15. Soit H I'ensemble des vecteurs (myq,ma, m3) de R3 tels que my + mgy + m3 = 0. On note H+ le sous-
ensemble des (m1, ma, ms) de H tels que my > mg > ms. On considere 'application ¢ de H dans E
donnée par

p(my,ma,m3) = (M1 — ma)wi + (M2 — mz)ws .
(a) Montrer que ¢ est un isomorphisme linéaire. Décrire @ (H ™).

(b) Montrer que, pour tout (mj,mso, m3) dans H, on a
510 @(m1,ma,m3) = p(mi,m3, mz) et sy0@(my, my,m3) = p(mz,my,ms) .

(c) Soit = (M1, A2,A3) € H tel que Ay > Ay > A3. On note QX I’ensemble des (mq,mg, m3) de HT
tels que m1 < A1 et mq +mo < A1 4+ Ao. Montrer que LP(Q/)\\) est un quadrilatére dont on décrira les
sommets.

16. Soit M dans .75(R) une matrice de trace nulle. On note Sp(M) = (A1 > A2 > A3). On se propose de
décrire o(Dpy).

(a) Soit (mq,mg, ms) dans H. Soit o une permutation de {1,2,3}. Montrer (my, ma,ms3) € Dy <
(Me (1), Ma(2), Mo (3)) € Dar-

(b) En utilisant la question 13, montrer que l'intersection HT N Dy est incluse dans Q:\\.

(c) Soit (mq1,ma, ms) dans Dys. Montrer que le segment de H dont les sommets sont (mq,ms,m3) et
(mg, mq, mg) est inclus dans Dj;. On pourra utiliser la question 12.

De méme, montrer que le segment de H dont les sommets sont (mq,msy, m3) et (mq,ms,mg) est
inclus dans D).

(d) Montrer que Dy contient Q.

—
)

) Montrer que si Ay > Ag > A3z alors ¢(Djy) est un hexagone, dont on déterminera les sommets.
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CoMPOSITION A — X-ENS 2015 - MP

Questions préliminaires

1(a) Soit M dans 0, (R), on a MTM = I, et donc, par multiplicativité du déterminant et invariance
de celui-ci par transposition, det(M)? = 1 et en particulier det(M) # 0 i.e. &, (R) est inclus dans
GL,(R). On a I'I, = I? = I,, et donc I, € O,(R). Soit M et N dans &,(R), puisque N est
inversible on peut considérer N~! et il vient

(MN HY'TMN'=(N"HYTMTMN' = (NN = (NNt =1,

puisque la transposition et le passage a I'inverse commutent, et 'inverse a droite est aussi I'inverse
a gauche. On en déduit MN~! € 6,,(R) et donc

’ Oy, (R) est un sous-groupe de GL,(R). ‘

(b) On munit .#,(R) du produit scalaire canonique donné par (A|B) = tr(ATB). On remarque que
M (R) est de dimension finie et donc, dapres le théoréme de HEINE-BOREL, 0, (R)) est compact si et
seulement 8'il est fermé et borné. Par définition et puisque tr(I,,) = M, €, (R) est inclus dans la boule
de centre 0 et de rayon n, donc est en particulier borné. Le produit étant bilinéaire en dimension
finie, il est continu, tout comme la transposition qui est linéaire. Il en résulte que ’application
M +— MTM est continue sur .#,(R) et donc que €, (R) est fermé en tant qu’image réciproque du

singleton (fermé) {I,,} par cette application continue. Il en résulte que ‘ O,(R) est compact.

2. Le sens direct est immédiat par multiplicativité du déterminant puisque, pour x réel et U orthogonale,
det(xl, —UMU™Y) = det(U(zI, — M)U™) = det(zI,, — M).
Réciproquement, d’apres le théoréme spectral, M et N sont orthosemblables & une matrice diago-
nale dont la diagonale est leur spectre (compté avec multiplicité), i.e. les racines de leur polyndme
caractéristique comptées avec multiplicité. On remarque que, puisque &,,(R) est un groupe, la relation
d’orthosimilarité est une relation d’équivalence. Or, quitte & conjuguer par une matrice de permutation,
qui est orthogonale, M et N sont donc orthosemblables & une méme matrice diagonale A(Aq, ..., A,),
avec Sp(M) = Sp(N) = (A > --- > A,). Elles sont donc orthosemblables et ainsi il existe U dans

On(R) tel que ‘ N =UMU" si et seulement si xar = xn-

3. Par définition, pour k entier, si on a x < uyg, alors puisque pg < Ag, il vient x < Ag. Il en résulte ¢ > j.
On a également pip11 > Apyo et donc si z > pgi1, on a aussi £ > Agyo. Il en résulte i < j + 1. D’ou
j<i<j+ 1L
Les deux cas correspondent aux deux possibilités de placement de x par rapport a u;. On a soit
Ai > > x> Ny, soit \; > @ > py > Mg (avec la convention \g = pg = +00 et A\pp1 = i, = —00).
On a toujours \j = A si k <4, Aj,; =2 et X\ | = A\ si k> i. Dans le premier cas on a ), =
pour k <, pij = x ety = py si k > i, tandis que dans le second on a pj = . pour k < i, pj = x
et u;H_l = ug si k > i. D’ou, dans le premier cas,

/ / / li / / li li li
AL 2y 2 Ay 2 g 2= Ny = Py =0 2 Apqn = Hgn = Apgo

et, dans le second cas, X > i > N, > & = pf = Nopy > ey > - > Ny 2 iy > Xy Par

conséquent | A et 71’ sont enlacés.

PARTIE 1

4(a) Soit P dans R, [X]. Puisque @ n’est pas nul, on peut effectuer la division euclidienne de P par Q.
On dispose donc de A et B dans R[X] tels que P = AQ + B avec B de degré strictement inférieur
a n. Il résulte de AQ = P — B € R,[X] que A est un scalaire puisque @ est de degré n. On peut
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remarquer au passage A = a,, ol a,, désigne le coefficient de degré n de P (éventuellement nul). Par
ailleurs le polynéme
n
B(p;)
B — I Pp;
; Pj(p;)"?

est bien défini car les u; sont tous distincts et donc P;(p;) # 0, et il s’annule en tous les p,
par construction car Pj(ur) = Pj(1;)0;5. Comme il est de degré strictement inférieur & n, on en
déduit qu’il s’annule, d’apres le théoreme de D’ALEMBERT-GAUSS. On en déduit, en remarquant

P(uj) = By ),

— P(u)
P=a,Q, P;
aQ+;3%W

et donc la famille (@, Py, Py, ..., P,) est une famille génératrice de R,,[X]. Cet espace étant de

dimension n + 1, par cardinalité on en déduit que ‘ (Q, P1, Py, ..., P,) en est une base. ‘

On a

Pi(uj) = T (=) TT s —m) = (=07 T i —m) x [T (w5 — i)

1<i<y j<i<n 1<i<j j<i<n

et donc, les termes apparaissant dans les produits du dernier membre étant tous strictement positifs

par hypothése sur ji, on a ‘ (=1)771P;(uy) > 0. ‘

Puisque P est unitaire de degré n + 1 et @) unitaire de degré n, P — X @ est de degré au plus n.
Puisque (Q, Py, Ps, ..., P,) en est une base, on en déduit qu’il existe un

unique (a, a1, @, ..., q,) dans Rt tel que P = (X — a)Q — Zaij.
j=1

Par construction on a, pour 1 < j < n, P(u;) = —a;Pj(1;) et donc, puisque «; est strictement
positif, (—1)7P(u;) > 0 d’aprés la question 4b. Il résulte du théoréme de BorLzaNo (dit des va-
leurs intermédiaires) que P admet une racine dans chaque intervalle ]p 415, [ pour 1 < j < n.
De plus P est unitaire de degré n + 1 donc de limite +0o en +oo et de limite (—1)"*loo en
—o00. Comme P(u1) < 0 et (=1)""1P(u,) < 0, le méme argument donne l’existence d'une ra-
cine de P dans les intervalles | — oco;p, [ et Jui;+o0o[. On en déduit que P admet au moins
n + 1 racines réelles distinctes, donc exactement n + 1 puisqu’il est de degré au plus n + 1, i.e.

’P a n + 1 racines réelles distinctes Ay > -+ > A\ 11. ‘ De plus on a déja remarqué qu’on a A\; >

H1 > Ag > > Ay > Uy > Ap4 et done = (A1 > -+ > Apg1) et @ sont strictement enlacés.

Par construction on a, pour 1 < j <n, P(u;) = —a; Pj(u;) et donc (—1)7 P(u;) = (=1)7 71 Pj(p )a;.

n+1
Or on a par hypotheése P(u;) = H(uj — i) et donc (—1)7P(p;) = H()\k — 1) H(uj - Ak), ce
k=1 k<j k>j

qui montre que cette quantité est strictement positive puisque \ et [t sont strictement enlacés. La

question 4b permet de conclure que, pour tout j dans [1;n],

6. Puisque @ est scindé, il en va de méme de Q A Q' car c’en est un diviseur. Comme on a affaire a
n

un polyndme unitaire, il vient Q A Q' = H(X — pg)** pour certains entiers naturels (). Si py est

k=1

racine simple de @, il n’est pas racine de @’ et donc oy = 0 = my, — 1. Si pp est racine multiple
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de @Q, il est racine de multiplicité exactement mj; — 1 de Q' et donc o = my — 1. Par conséquent

QAQ =T (X =)™t

k=1

7(a) Puisque P = (X — a)Q — Zaij représente la division euclidienne de P par Q, on a P A Q =
j=1

n
Zaij A Q. De plus pour 1 < j <n, (X — u;)™ divise tous les Py, pour k # j, (X — p;)™ !
j=1

divise Pj et (X — p;)™ divise a; P; si et seulement si o;; = 0. Comme précédemment, puisque () est

scindé, on en déduit | P A Q = H(X — )™ H(X — Mj)mj_l.

jeJ Jj&J
P Q ) . ~ Q1
(b) On pose P, = A0’ Q1 = OnNP ie. @1 = E(X — ;) et pour j € J, P = X-p En
divisant la relation de définition de P par P A @, il vient P; = (X — a)Q1 — Zajpj. 11 résulte

Jjé&J
alors de la question 5b que P; est simplement scindé. Comme P A @ est scindé, on en conclut que
’ les racines de P sont toutes réelles. ‘

PARTIE II

8. On vérifie directement que ‘ U=A"1BetV =D — CA'B conviennent. ‘ Le déterminant étant mul-
tiplicatif et celui d’'une matrice triangulaire par blocs étant le produit des déterminants de ses blocs

diagonaux, on a det(M) = det(A) det(V), i.e. ‘det(M) = det(A) det(D — CA™1B). ‘
9.(a) Le théoréme spectral permet de disposer de P dans &,(R) tel que PAPT = A(u1,...,p,). On

T
pose alors U = (P O) et z = Py. Il vient UTU = (P P 0) = I,41,donc |U € 0,11 (R) | et
0 1 0 1

T
vmut = (VAP Py e loamr = (AU ) =)
y'PT  a 2T a

(b) Le polynéme caractéristique étant invariant par conjugaison, en notant N = UMUT, ona xpr = xn-
On considére X 1,11 — N comme matrice dans .#,11(R(X)). Le déterminant de son bloc supérieur
gauche est alors Qg et comme (g n’est pas nul, il est inversible dans R(X). On peut donc appliquer
la question 8 et obtenir xy = Qo((X —a) — 2" A(X —p1) 1, ..., (X — pn) " 1)2). En notant z = (z;)

Qo
X—/J,j

n
et en posant a; = z3, on obtient | a; > 0 et xir = (X — a)Qo — Zaj
j=1

(c) Onnote (p}.)1<k<r les racines de Q, sans multiplicité, et o), la somme des a; pour j tel que p; = pj.

r

Alors ), > 0 et xp = (X —a)Qo — ZQZ,XQO —. Comme Qo = ya par construction, il résulte
— — M

k=1

alors de l’assertion admise en fin de partie I que ‘ Sp(M) et Sp(A) sont enlacés. ‘

10. Soit U dans @, 1(R), on a Sp(UMU~1) = Sp(M) et donc, d’apres la question précédente, Sp(M) et
Sp ((UMU_l)Sn) sont enlacés. En particulier ce dernier est inclus dans le compact [An11; A1 ]™. Ainsi

Cys est une partie de ce compact. L’assertion est donc équivalente au caractere fermé de Cps. Soit (X(k))
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une suite a valeurs dans Cy; et convergeant vers un certain X dans R™. On note \(*) = (/\gk) > /\Sf)).

Par passage a la limite dans les inéquations /\E-k) > )\g.]j_)l, pour 1 < j < n, on en déduit que X est

ordonné : A = (A1 > -+ > A\,). Par ailleurs, par définition, on dispose de (U ) une suite a valeurs dans
0,(R) telle que A\, = Sp (UxMU[)<y). Par compacité de &, (R), quitte a extraire une sous-suite, on
peut supposer (Uy) convergente, disons vers U. Par continuité des applications suivantes : le produit
matriciel, car bilinéaire en dimension finie ; la transposition, car linéaire en dimension finie ; 'application

qui & une matrice T  associe T,, car linéaire en dimension finie ; I'’application qui & une matrice 7" associe
n

son polyndéme caractéristique car polynomiale ; on en déduit que H (X —)\g-k)) converge vers le polynéme

j=1
n

caractéristique de (UMUT) <,,. Puisque I'application (a1, ..., a,) + H(X—aj) est également continue,
j=1
car polynomiale, on en déduit par unicité de la limite que le polynéme caractéristique de (UMU T)Sn

n
est égal a H(X — );) et donc que A = Sp ((UMU™!)<y,). Ceci permet de conclure qu'on a affaire a
j=1

une partie fermée, incluse dans un compacte, donc compacte : ‘ Cps est une partie compacte de R™. ‘

n

11.(a) On pose P =y et Q = H(X — ;). Puisque Sp(M) et i sont strictement enlacés, la question 5c¢
j=1

permet de disposer de réels strictement positifs (aq,...,a,) et d'un réel a tels que P = (X —

n
a)@ — Z a; Pj, en reprenant les notations de cette question. On pose alors z = (/& )1<j<n €t N =
Jj=1

A(/Jflv' c 7/1'n)
ZT

Z) . Les calculs effectués en question 9b montrent qu’on a x y = P et donc, d’apres
a

la question 2, N est orthosemblable & M. Comme N<,, = A(pt1,- .., fin), ‘/’l appartient & Cjy. ‘

n
(b) La question précédente montre H 1XjsAjg1[ € Car. Comme Cpy est fermé, il contient Padhérence
j=1
du produit d’intervalles ouverts précédents. Par définition de la topologie produit, cette adhérence
est le produit des adhérences, i.e. le produit des intervalles fermés, ce qui est exactement la définition
des n-uplets ordonnés enlacés avec Sp(M). La réciproque provenant des arguments de la question 10,

i.e. de la question 9¢, on en conclut ‘CM = {| Sp(M) et & sont enlacés}. ‘

PARTIE III

12. Le théoréme spectral permet de supposer M = A(A1, A2) puisqu’une classe d’orthosimilitude est in-

cos(0) ssin(0)> avec

variante par orthosimilarité. Comme tout élément de 5(R) peut s’écrire
sin(f)  ecos(9)

eReteec{£l}, ona
Dy = {(A1 cos?(0) + Az sin®(0), Ay sin®(0) + A cos®(0)) | 0 € R,e € {£1}} .

2

Comme cos? est une surjection de R sur [0;1], on en déduit que (cos?,sin?) est une surjection de R

sur {(¢t,1 —1¢)|0 <t <1}. 1l en résulte
Dy = {t()\h /\2) + (1 — t)()\g,)\l) |O <t< 1} R

i.e. ‘DM = [()\17)\2); (A2, A1) ] ‘
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13.(a)

(b)

14.(a)

15.(a)

La trace d’une matrice diagonalisable étant égale a la somme de ses valeurs propres, par invariance

de la trace par conjugaison, | pour s = n, (3) est une égalité.

n—1
On a Z my; = tr(M<,—1). Comme M<,,_ est symétrique réelle donc diagonalisable,
i=1

n—1
Z m;; est la somme des valeurs propres de M<,,_1.| Il résulte de la question 9c que les spectres
i=1
de M et M<,_1 sont entrelacés et donc, en sommant les inégalités de définition de I’entrelacement,

I'inégalité (3) lorsque s =n — 1. ‘

~

Pour n dans N* on note (H,,) le prédicat : VM € .%,(R), Vs € [1;n] Z my; < Z Ai,ouSp(M) = A.
i=1 i=1

Le prédicat est tautologiquement vrai pour n = 1. Soit n supérieur A2 tel qug (H,,—1) soit vrai et
M dans #,(R). On note Sp(M<,—_1) = L. Pour s dans [1;n — 1], on a (M<p—1)<s = M<, et il
S s

vient Z My < Z ;. 11 résulte de la question 9c que les spectres de M et M<,,_; sont entrelacés
i=1 i=1

S S
et donc Z my; < Z A;i. Le cas s = n étant une égalité, d’apres la question 13a, on en déduit (H,,).
i=1 i=1
Par principe de récurrence ‘ I'inégalité (3) pour tout s dans [1;n]. ‘

PARTIE IV

Par définition on a s1(w1) = wy et s1(w2) = 1(e1 —v/3e2) = w1 —ws et donc | Mate(s1) = (1 1 )
0 -1

Par définition on a ss(ws) = we et, puisque wy est unitaire, so(w1) = 2 {(wy |we) we — wi, et donc

Mate(s2) = <_11 ?)

Par définition ¢ est la restriction & H de I'application linéaire envoyant la base canonique de R?
sur la famille (w1, ws — w1, —ws), dont le noyau est formé des triplets (x,y, z) tels que x = y = z.
Puisque H est par définition I'orthogonal de ce noyau, en particulier c’en est un supplémentaire et

le théoreme du rang montre que ‘gp est un isomorphisme linéaire. ‘ Par définition de HT son image

est incluse dans le cone formé des combinaisons linéaires a coefficients positifs de w; et wy. Puisque

 est un isomorphisme la réciproque est vraie et donc ‘ e(H') = Ryw; + Riws. ‘

Soit (my,ma2, ms3) dans H, on a

s1 0 @(my, mg, m3) = (my — mo)wy + (M2 —mz) (w1 —ws) = (M1 — mz)wi + (M3 — Mma)ws

ie. ’ s1 0 p(my, ma,m3) = @(my, ms, ms). ‘ On a également

82 0 p(my, ma, m3) = (M1 — ma) (w2 — wi) + (M2 — mg)ws = (M2 — Mm1)wi + (M1 — Mm3)we

ie. ’52 o p(mi,ma, m3z) = w(msg, my, ms). ‘
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()

16.(a)

Soit @ et b dans Ry. On a ¢~ (aw; + bws) = %(Za +b,b—a,—a —2b) et donc aw; + bwy appartient
a ¢(Q3) si et seulement si 2a +b < 31 et a +2b < 3(A1 + A2). Ainsi p(Q3) est l'intersection des
quatre demi-plans d’inéquations a > 0, b > 0, 2a + b < 3A; et a + 2b < 3(A1 + A2). Clest donc
I'intersection du triangle de sommets (0,0), (0,3\;) et (%)\1,0), et du triangle de sommets (0, 0),
(0, 2(A1+X2)) et (3(A1+A2),0). I s’agit de deux triangles dont deux cotés sont portés par les axes de
coordonnées. Les deux autres cotés sont portés respectivement par les droites d’équations 2a+b = 3\
et a+2b = 3(A1+)2). Ces deux droites se coupent en (A\; —Aa, Aa—A3), donc en un point de (H ™). On
a par ailleurs %(Al +X2) <3\ et %)\1 = —%(/\24—)\3) < —3X3 = 3(A\1+A2), ce qui permet de conclure

que | p(Q5) est un quadrilatére de sommets (0,0), (2X1,0), (A1 — A2, A2 — A3) et (0, 3(A1 + A2)).

La classe d’orthosimilitude d’une matrice (a;;) contient la matrice (@, (s),0(j)) Puisque une permuta-
tion de la base canonique est une base orthogonale. Ainsi

’ (m1,ma, m3) € Dyr <= (Mg(1), Mo (2), Me(3)) € Dur- ‘

Soit (my, mg, m3) dans HY NDyy et U dans O3(R) tel que Diags(UMUT) = (my,mg, m3). Il résulte
de la question 13 qu’on a m; < Ay et my +ma < M + Mg ie. | HTNDy C QX‘

Pour P dans 03(R) on note Np = o)
contient les matrices Np puisque (£ 9) appartient & &5(R). Si Diagg(N) = (m1,ma, m3), alors
d’aprés la question 12, Diags(Np) décrit le segment joignant (mq,ms,m3) et (ma,my, ms). Par

(F9)N(E79). La classe d’orthosimilitude d'une matrice N
0
1

conséquent ‘ le segment de sommets (mq, ma, m3) et (mg, my, ms3) est inclus dans Dyy. ‘ En considé-
rant Njp = (3 )N (} pr ), pour P dans 03(R),ona (§ %) € O3(R) et Diagg(N}) décrit le segment
joignant (msq, ma, ms) et (mq,ms, ms). Par conséquent

’ le segment de sommets (mq, mg, ms) et (my,ms, ms) est inclus dans Dyy;. ‘

Soit (my, me, ms) dans QX' On a donc A3 < mg < mo < my < A;. On construit 11 enlacé avec
X vérifiant les propriétés suivantes, en notant & = (u1 > po) : il existe j dans [1;2] tel que pe <
mjy1 < mj < py et pg+ po = mj+mjq1. Selon que Ay appartient & I'intervalle [As; ms [, [ms;ma [,
[ma;m1 | ou Jmy; A1 ], on prend respectivement pour fi : (A +Az —m1 > A3) avec j = 2, (ma > mg3),
(mq > mg) ou (A1 > Aa+A3—mg) avec j = 1. Dans les cas extrémes on vérifie : \y+Aa—my > Ay > A3
et A1+ Ao —my+ A3 = mgo+mg, d'une part, et Ay > Ao > Ao+ A3—mg3 et Ay +Ao+A3—m3z = my+ms.
D’apres la question 11b on dispose donc de U dans O3(R) tel que Sp((UMU")<2) = fi. Donc,
d’apres la question 12 on dispose de P dans O(R) tel que Diag,(P(UMU™Y)<oPT) = (mj,mji1).

P 0

0 1
et Diags(VMVT) = (m;,mj1,ms_2;), i.e. une permutation de (mj,ma, m3) appartient a Dyy. 11

>U70naV€ﬁ3(R)

Puisque la conjugaison préserve la nullité de la trace, en posant V = <

résulte donc de la question 16a que ‘ Dys contient Q:\\. ‘

11 résulte des questions 16b et 16d qu’on a HT NDy; = Q;. La question 16a entraine que Dy est
la réunion des images de Q- par permutation des coordonnées. Comme le groupe S5 est engendré
par la transposition (23) et la transposition (12), il résulte alors de la question 15b que ¢(Dyy) est
la réunion des images successives de p(Q5) par s1 et s2. Comme deux cotés du quadrilatere p(Q5)
sont paralléles aux axes de coordonnées et les deux autres leurs sont orthogonaux, on en conclut que

©(Dar) est hexagone de sommets (A — Ag, Ao — A3), (A1 — Az, A3 — A2), (A2 — A3, A3 — A1),
(A3 = A2, d2 = A1), (A3 = A, A — o) et (A2 — A, Ap — Ag).




