DEUXIEME COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

ENS 2007 — MP

Nous notons C°(R,, C) I'ensemble des fonction continues de R dans C, et C*(R., C) le sous-espace des
fonctions k fois continiiment dérivables, pour un entier k£ > 1. L’espace C*°(R, C) est I'intersection
de tous les sous-espaces C¥(R,C). Nous adoptons la notation |f||,, = sup,cg |f(z)| pour une
fonction f de R dans C.

On dira qu'une fonction f de R dans C est holderienne d’exposant a € ]0; 1], si la quantité N (f)

définie par
Na(f) — sup ’f(x)_f(gy)’
z,yeR, z#y |l’ - y‘

est finie. On note H*(R, C) I’ensemble des fonctions holderiennes d’exposant «. Une fonction f
holderienne d’exposant 1 est dite lipschitzienne. Dans tout le probleme, on suppose donné une
fonction g dans H!(R, C), 1-périodique, ainsi que deux nombres réels a, b avec 0 < a < 1 et b > 1.
On cherche a étudier certaines propriétés de régularité de la fonction « de type WEIERSTRASS »
définie, pour x réel, par

W(x) = Z b~ "g(b"x) . (1)

n>0

Dans la partie I, on se concentre sur des propriétés de régularité élémentaires des fonctions W.
Les parties II, I et IV ont pour but de montrer que la fonction W n’est dérivable en aucun point
de R, dans le cas particulier o g est une fonction cosinus.
La partie V montre que dans un cas plus général, ’alternative suivante est vérifiée : ou bien W est
lipschitzienne, ou bien elle n’est dérivable en aucun point de R.
Les différentes parties sont raisonnablement indépendantes entre elles, de sorte que chaque partie
peut étre abordée directement, en admettant, pour les parties III et IV, les résultats de la partie
précédente.

PARTIE I - Généralités

1. Montrer que la série de la formule (1) définit bien une fonction W de R dans C, qui de plus
est continue et bornée.

2. Dans cette question seulement, on suppose que b est un entier naturel strictement plus grand
que 1. Montrer que W est 1-périodique.

3. Pour une fonction f de R dans C, on définit la fonction T'f de R dans C par
Tf(z) = b= f(ba)

La fonction g étant fixée par I’énoncé, on considére alors 1’équation dont I'inconnue est la
fonction f :

f=9+Tf. (2)
3a. Montrer que W satisfait I’équation (2).
3b. Montrer que W est I'unique solution de I’équation (2) qui soit continue et bornée.
4. Dans cette question on suppose a < 1.
4a. Montrer, pour tout N dans N* et tous z, y réels,
p(1-a)N

2
y— |I*y|+ HgHoo b—aN )

W () = W ()| < Nig) = e



4b. En déduire W € H*(R, C).
5. On suppose & présent a = 1 et g € C2(R, C).

5a. Montrer qu’il existe une constante C' > 0 telle que pour tous = et h réels :
|9(x + h) + g(x — h) = 2g(x)| < C |n[?

5b. En s’inspirant de la question 4, montrer qu’il existe une constante C’ > 0 telle que pour
tous x et h réels avec |h| < 1,

W (z+h)+W(x—h)—2W(z)| <C'|h| .
PARTIE II - Inversion de Fourier

Soit f dans C°(R,C) une fonction intégrable sur R. On définit une fonction Ff sur R, appelée
transformée de FOURIER de f, par la formule

FH) = = [ 1) exp(-iya) da

On note également, pour tout y € R, Ff(y) = Ff(—y).

Le but de cette partie est de montrer la formule dite d’inversion de FOURIER (question 6) pour
des fonctions assez régulieres. Dans toute cette partie, on considére une fonction f dans C°(R, C)
vérifiant limg) o0 |:z: f(z)] =0.

la. Montrer que, pour tout h > 0, la série de terme général f(nh), n > 0 est sommable.

1b. Montrer  lim th nh) / f(z)dz.

h—0, h>0
lc. Montrer hm th (nh) /f

2. Dans les questions 2 a 4 on fixe T', avec T' > 0, et on pose fr(z Z f(x + ET). Montrer

keZ
que cette formule définit une fonction fr continue sur R et T-périodique. (On pourra étudier

la sommabilité de fagon indépendante de x variant dans un intervalle compact de R.)

1 [T 2i
3. On note, pour n dans Z, ¢,(fr) = T/o fr(x)exp <_ e

> dz. Montrer soigneusement

V2 2mn
Pégalité c,(fr) = .Ff( ; >
4. On suppose de plus, et jusqu’a la fin de cette partie, que F f est une fonction continue vérifiant,

comme pour f, limy,| o ly?F f(y)| = 0.

N .

2
On note, pour z réel et N entier, Sy r(x) = Z cn(fr) exp ( mnx)i
n=—N

4a. Montrer que la suite de fonctions (Sy 7)n>0 converge uniformément sur R.

T
4b. Montrer lim |fr(z) — Syr(z))? dz = 0.
N—oo J

4c. En déduire que, pour tout x réel, fr(x) = Z en(fr) exp (

2i7mzc)
nez

T



5. Montrer que pour tout x réel, fr(x) converge vers f(z) lorsque T — oo.

6. Déduire des précédentes questions que 'on a la formule d’inversion f = FFf.

PARTIE III - Construction d’une ondelette

1. Soit S I'ensemble des fonctions f dans C*°(R, C) telles que, pour tous entiers naturels m et
n, ‘:U”f(m)(:v)‘ tend vers 0 lorsque |z| — oo.

la. Montrer que, pour f dans S, on a Ff € C*(R,C) et que, pour tout y dans R, on a

(FHM(y) = \/12?/1{(_256)”“:6) exp(—iyx) dz.

1b. Montrer que, pour f € S,ona Ff € S.

) . o exp(—l) siz >0
2. Soit g la fonction définie de R dans R par z — x

0 sizx<O0.
2a. Montrer que g est continue sur R.

2b. Montrer que v est dérivable sur R% et que sa dérivée d’ordre n s’exprime sous la forme
R, (x)exp(—1/z), ou R, est une fraction rationnelle.

2c. Montrer que vy est dans C*°(R, C).

2d. Soient a < b deux réels. Construire une fonction de C*°(R, C) prenant des valeurs réelles,
strictement positive sur |a; b] et nulle ailleurs.

3. Soit b dans R’ . Montrer qu’il existe une fonction ¥, dans C°(R, C) intégrable sur R, ainsi que
x — zU(x), telle que / Uy(z)de = / z¥p(x)dr = 0 et dont la transformée de FOURIER

est strictement positive sur |1/b; b[ et nulle ailleurs. On pourra utiliser la formule d’inversion
de la question II.6.

PARTIE IV - Non dérivabilité de W dans le cas g(z) = cos(27x)

Dans cette partie, on suppose que la fonction g est donnée par g(z) = cos(2mwz). On se propose de
montrer que la fonction W associée n’est dérivable en aucun point.

1. Soit f de R dans C une fonction continue, bornée, dérivable en un point x réel. Montrer que
l'on peut écrire pour tout h € R, f(x 4+ h) = f(x) + hf'(x) + hey(h), ou £, est une fonction
continue bornée sur R, de limite nulle en 0.

2. Dans cette question, on considére une fonction continue ¥, dans C°(R,, C) telle que construite
en II1.3. Soit f une fonction continue bornée de R dans C. Pour o« > 0 et x € R on pose

clava) = 5 [ (U ) .

2a. Montrer que la définition de ¢(a, x) a bien un sens.
2b. Le réel = étant fixé, montrer que si f est dérivable en z, alors ¢(a, z) — 0 quand a — 0.

3. On rappelle quona 0 <a<1,b>1et W(z) = Z b~ cos(2mb"x).
n>0
3a. Montrer que W n’est pas dérivable en 0.

3b. Montrer que W n’est dérivable en aucun point de R.



PARTIE V - Une alternative pour W

Dans cette partie, on se place a nouveau dans le cas général d’une fonction g lipschitzienne 1-
périodique. On suppose par ailleurs 0 < a < 1, b € N et b > 1, de sorte que W est 1-périodique
d’apres 1.2.

1. On suppose qu’il existe trois réels x, h, u avec h et u strictement positifs, tels que

Wz +h) - W) Nilg)
h - pl-a _

(WO (@ +h) WO )[ - Ng)

b='h T oblte—1
W vérifie ’équation (2).

1(1+u).

V

Montrer (1 4 b*~%). On pourra utiliser le fait que

2. On suppose que la quantité N(W), éventuellement infinie, est strictement plus grande que
Ni(g)/ (b1 — 1),
2a. Montrer qu'il existe zg, u et h vérifiant xg € R, u > 0 et h € |0; 1] tels que

W(ao+ 1) = Wixo)| . Ni(o)
h ~blte—1

(1+4u).

2b. Les nombres h et u étant fixés par la question précédente, montrer qu’il existe ¢ vérifiant
¢ > 1 tel que pour tout intervalle I de longueur ¢(I) vérifiant (1) > ¢, il existe un réel xy
(W(xr+h) =Wz . Nig)
h Z pima L)
2c. Soit J un intervalle de R ouvert de longueur ¢(.J) vérifiant ¢(J) < 1, et N 'unique entier
tel que b=V < ¢(J) < €b=NF1 ou £ est défini dans la question précédente. En considérant
l'intervalle défini par I = bV J = {bN T ‘ xeJ }, montrer que 'on peut trouver deux
(W(zs) =Wyl o ul; ()b~
27—y Toobte—1

vérifiant {zr,z; +h} C I et

nombres distincts x; et y; dans J, tels que

2d. En déduire qu’il existe une constante C' strictement positive ne dépendant que de g, a et b
telle que, pour tout intervalle J de longueur ¢(.J) véifiant ¢(J) < 1, on a

sup W(z) — inf W(x) > Cl(J)* .
xeJ zeJ

3. Déduire des question précédentes que ’on a ’alternative suivante pour W :

N
(i) ou bien W est lipschitzienne avec N1(W) < bl—z(g)l’
(ii) ou bien W n’est nulle part dérivable.
4. Donner un exemple de fonction g, non constante, ou le premier point de I’alternative précé-
dente est vérifié.
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DEUXIEME COMPOSITION DE MATHEMATIQUES — ENS 2007 — MP
PARTIE I - Généralités

1. On remarque qu'une fonction f continue sur R et 1-périodique est bornée sur R. En effet,
par périodicité, on a || f[|, = supyep. |f(2)| et donc, d’apres le théoreme de WEIERSTRASS,
la continuité de f et la compacité de [0;1] entrainent que f est bornée sur R.
Pour n dans N on note g, la fonction définie sur R par g,(z) = b~*"g(b"x). Puisque g est 1-
périodique et continue, elle est bornée sur R. Il vient || g, ||, = 07" ||g]| o, et donc, puisqu’on a
b > leta > 0,on aaffaire a une série de fonctions normalement convergente sur R par compa-
raison a une série géométrique de raison b~* comprise dans l'intervalle ]0; 1[. Comme il s’agit de

fonctions continues, leur somme ’est aussi et, par passage a la limite dans I'inégalité triangu-
+oo

laire [|[W| < 9]l Z b~ " et donc ‘ W est une fonction de R dans C continue et bornée.
n=0
2. On reprend les notations précédentes, i.e. g,(z) = b=*"g(b"x). Pour n entier et = réel on a
b™ € N, puisque b est entier, et donc g,(z+1) = gn(x), i.e. g, est 1-périodique. Par passage a
la limite dans les sommes partielles, elles-mémes 1-périodiques en tant que sommes de telles
fonctions, | W est 1—périodique.‘

3a. On reprend les notations précédentes, i.e. g,(z) = b~ %"g(b"x). Pour n entier on a donc

n n+1
Tg, = gn+1 et donc aussi go + T <Z gk> = Z gi. Par passage a la limite en n on en
k=0 k=0

déduit W =g+ TW.

3b. Soit f une solution continue et bornée de ’équation (2). On a alors f — W =T f —TW.
Or la pré-composition et la post-composition par une homothétie étant linéaires et la pre-
miere préservant la norme tandis que la seconde la multiplie par le module du rapport
d’homothétie, T est une application linéaire et multiplie les normes par b~'. I en ré-
sulte ||f = W| = |T(f = W)| = b1 ||f — W|| et donc, puisque b # 1, ||[f — W| =0, i.e.
‘ W est I'unique solution de I’équation continue et bornée de (2). ‘

4a. Soit N dans N* et = et y réels. Par inégalité triangulaire et puisque 0 < b~ < 1, on a

—+o0
W) —=W(y)| = Db "(gb"z) — g(b"y))
n=0
“+o0o
< D b g ) — g(by)|
n=0
N—-1 400
< D b gv ) — g0 y) |+ D> b (|g(b" )| + [g(b™y)])
n=0 n=N
N—-1 +o0o
< b= Ni(g) [b"x —b"y| +2 > b [|gllo
n=0 n=N
N—-1 “+00
< Ni(g)|z—y| S 2yg] o S pon
n=0 n=N
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4b.

Ha.

. ) . b(lfa)N _ p—aN
Do, puisque b= > 1, [W(z) - W) < Mig) | — o] oo+ 2 gl 1y e
1
donc, par positivité de Ni(g) |z — y| a1 il vient
b(l—a)N g "
W)~ W) < Mi0) g |1 — o] + 10 o

Soit z et y réels distincts et N dans N*. D’apres ce qui précede on a

(W (z) = W(y)| 1
o=y S N9 —

—a, 219llog —a
6 )+ W Yy

et donc si 1 < bY |z —y| < b, il vient

W (2) = W) ploa 2]
< N- 90
|z — y|* - 1(g)bl—“—l * 1—b@
Inlz —
Si|x—y| < 1, comme b > 1, alors en posant N = [1 W}, ona N € N* et
n

1 < b |z —y| < b. Si, au contraire, |z — y| > 1, on a directement

(W (z) —W(y)|
|z —y|*

< W(z) =Wyl <2(W],

et donc, pour tous z et y réels distincts on a

(W (z) = W(y)|
|z —y|*

e 2l
< max (zvl(g)bla L 2ol Hywy)

D'ott | W € H*(R, C). |

Puisque g est 1-périodique, il en est de méme pour ¢g” et donc, d’apres la remarque effectuée
en question 1, g” est bornée sur R.. Soit alors x et h réels. D’apres le théoréme fondamental
du calcul différentiel et intégral, on a

g(m—l—h)+g(m—h)—29(a:):/ g+/ g—h/ "(x +th) — ¢'(z —th)) dt,

en utilisant des changements de variables affines et la linéarité de l'intégrale. Puisque g
est de classe C? sur R, on peut appliquer l'inégalité de TAYLOR-LAGRANGE (dite des
accroissements finis) & ¢’ en particulier entre x + th et x — th, pour 0 < t < 1 et il vient,
pour de tels ¢, |¢/(z 4+ th) — ¢'(x — th)| < 2|h|||¢g"|| ., t et donc, par inégalité triangulaire et
croissance de l'intégrale :

1 1
ot )+ gl — ) — 2900 < bl [ | e+ th) — oo~ ]t <262 g, [ et
0 0

l/||

gla+h) + gle —h) —2g(x)| < C |h]*.

et donc, en posant C' = ||g on a
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5b.

la.

1b.

Soit N dans N* et x et h réels. Par inégalité triangulaire et puisque 0 < b~! < 1, on obtient
en coupant la somme en deux comme en question 4,

N—-1
(W (z+h)+W(x—h)—2W(x)] < D b "[gl"(x+h)+g("(x—h)) —29(b"x)]
n=0
+o0
+ )b (lgb™( + h)| + [g(0™ (x — )|+ 2|g(b"x)])
n=N
N-1 +00
< CREY b +4gll, Yo b
n=0 n=N
< oy -

4 —_—.
4l T

Pour h vérifiant |h| < 1, on applique ce qui précéde pour N dans N* vérifiant b= < |h| <
b'=N ie. N =1+ [—1In|h|/In(b)], et il vient N > 0 et

b 1
(W(z+h)+W(x—h)=2W(z)| < C|h| b1 + 49l 2] 11

b
et donc, en posant C' = (C + 4 ”gHoo)bi on a

17
1C" > 0et [W(x+h)+W(x—h)—2W ()| < C'|h].]

PARTIE II - Inversion de Fourier

Soit h dans R’ . Par hypothese sur f on a f(z) = o (z72) en +oo et donc aussi f(nh) =
0 (n*2) et donc, par comparaison a une série de RIEMANN convergente, la série

> -n>0 f(nh) est absolument convergente.

Soit A = ]0;1]. Pour h dans A on pose f;, la fonction de R dans R donnée par f;(t) =
f(R[t/h]). Puisque la fonction partie entiére est continue par morceaux sur R (puisqu’elle
Pest en restriction a tout segment), les fonctions f, le sont aussi. De plus on a, pour ¢ fixé
dans R et h dans A, par positivité de h :

t_1<m<

t t
— — — | <
z Sl S et t h<h[h]_t,

d’ot, par continuité de f, . loim th(t) = f(t), i.e. la fonction f continue (et donc continue
_) b

par morceaux) sur R est limite simple des fonctions fj, pour i dans A tendant vers 0.
Au voisinage de linfini on a (1 + 2?)f(z) = o(1+272) = 0(1) et donc la fonction z
(1 + 22)f(z) est bornée sur R, i.e. on dispose de C' dans R’ tel que, pour tout x réel,

< .
@) < s
tel que, pour |z| > M, on ait (1 + 22)|f(x)] < 1. Comme par ailleurs, par compacité
de [-M; M] et continuité de f donc de x +— (1 + 22)f(x), et d’aprés le théoréme de

En effet puisque (1 + 22)f(z) tend vers 0 en I'infini, on dispose de M
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lc.

WEIERSTRASS, cette derniére fonction est bornée sur [—M; M|, et donc aussi sur R. En
particulier ||f|| ., < C et donc |fy| est majoré par C sur [—1;1].

On en déduit, pour h dans A et t réel, qu'on a, en utilisant ’encadrement précédent,

t t
t_1<h[h} < t et donc, pour t > 1, h[h] >t—1=1t| -1 et, pour t < —1,

C C
O = T e S T =1

t
‘h [hH > [t| > |t| — 1. 11 en résulte

]]-|t‘>1 + C]l‘t|§1 .

En posant p(t) = Ljg>1 + Cljy<1 on définit une fonction continue par mor-

14+ (t] —1)2
ceaux sur R (et méme continue, mais ce n’est pas utile), positive et intégrable sur R d’apres
le critére de RIEMANN puisque ¢(t) = O (t*2) en 'infini. On peut donc appliquer le théo-

reme de convergence dominée pour les intégrales a parametre et il vient d’une part que les
+oo
fonctions f; pour h dans A sont intégrables sur Ry et qu'on a - hm fu(t)dt =

, h>0
/+OO f(x)de.
0

Puisqu’on a affaire a une fonction intégrable, pour h dans A, et en utilisant la question
précédente, on a, puisque f, est en escalier sur tout segment et par relation de CHASLES,

+o0 (N+1)h
/0 fu()dt = lim fa)dt = lim th nh) = Y hf(nh)

N—+o0 Jo TL*>+OO neN

et donc| lim Z hf(nh) / f(x)de.

h—0, h>0

Pour h dans R, la famille (f(nh))nez est sommable si et seulement si les deux familles
(f(nh))nen et (f(—nh))pen+ le sont puisque toute sous-famille d’une famille sommable
I’est et la réunion d’un nombre fini de familles sommables I'est aussi. Or en appliquant
ce qui précede a la fonction x — f(—z) on obtient que (f(— nh))neN, et donc aussi

(f(—nh))nen+, est sommable et qu’on a hn}»o Z hf(—nh) / f(—=z)dz ou en-

0
core  lim Z hf(nh) = / f(x)dx par changement de variable linéaire, change-
h—0, h>0 neZ* —co
ment d’indice et puisque . hn% Oh f(0) = 0. En sommant avec ce qui précede, il vient
>

|
g 2 1) = [ S

2. Comme remarqué dans la question précédente, pour x dans R, la famille (f(z + kT'))rez est
sommable si et seulement si les familles restreintes a k positif ou k& négatif le sont et donc,
par indépendance de l'ordre de sommation pour les familles sommables, si et seulement si les
séries Y p~o f(x + ET) et Ypo f(z + kET) sont absolument convergentes. Et dans ce cas la

4
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somme de la famille compléte est la somme des sommes de ces deux séries. On va de plus
montrer que les deux séries de fonctions sont uniformément convergentes sur tout compact,
ce qui montrera d’une part que fr est définie sur R et d’autre part que c’est une fonction
continue sur R puisque les fonctions x — f(x + kT') le sont pour tout k dans Z.

De plus la sommabilité de (f(x + kT))rez entraine celle de (f(z + (k4 1)T))kez (elle lui est
méme équivalente) puisque k — k + 1 est une bijection de Z sur lui-méme, et les sommes de
ces deux familles sont égales, i.e. fr est T-périodique.

Soit donc I un segment de R. On pose I = [a;b]. Comme dans la question précédente, on
dispose de C' dans R tel que [|(1+2?)f(z)|,, < C. Alors pour = dans I et k dans Z

1
vérifiant |k| > T max(|a|,[b]) ona a+kT < z+kT < b+EkT et les trois termes sont de méme

signe, donc |z + kT| > min (kKT + al , [kT + b). On en déduit que les séries >~ f(x + kT
et > p<o f(x + kT) sont normalement convergentes, de termes généraux majorés en valeur

et cette derniere expression est dans O (k~2), donc

absolue par 35
1+ min (|KT + al , |ET + b|)

convergente par comparaison avec une série de RIEMANN convergente et par positivité des
termes. Donc ‘ fr est continue sur R et T-périodique. ‘

3. Puisque les séries 3" ~o f(z + kT') et >, f(x + kT) sont normalement convergentes sur
le segment [0;7], d’apres ce qui précede, il en va de méme pour les séries >4~ f(z +

21 21
KT)exp (=27 ) et Spco f(a+hT) exp (=0

modules et donc mémes normes que les précédents, et donc on peut intégrer terme a terme,

ie. Z/ o+ kT) exp< 2@7;1196) dz

keZ

) puisque les termes généraux ont mémes

Par changement de variable affine on a, pour k dans Z,

T ; (k+1)T ;
/ f(z + kT) exp (— 2z7mx) dz = / f(z)exp (— 227””;) dz
0 T k T

T

2imn

T

> puisque ces deux fonctions ont méme module et donc, par

par T-périodicité de = +— exp <— ) Comme f est intégrable sur R, il en va de méme

2imnx

pour = — f(z)exp <—
relation de CHASLES

+00 2 (N+1)T 92
/ f(x)exp (— zwna:) dr = lim f(z)exp (— zwnx) dx
S T N—+oo J_NT

(k+1)T 21imnT
L ()

_ Z/ fla +k;T)eXp< Qme)dm

keZ

et donc | e, (fr) = @}"f (27rn)
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4a.

4b.

Par hypothése sur Ff c’est une fonction continue, tout comme y + (1 + 32)Ff(y) et on

en déduit qu’on dispose de C' dans RY tel que, pour tout y dans R, |Ff(y)| <

() <2i7rnx> V2rCT

c ex — .
n\JT) eXP T — T? 4 4n2n2
comparaison & une série de RIEMANN convergente, la série de fonctions

> (C" r) eXp(%i}m) + con(fr) exp (—%Tm»

neN*

1492

Par conséquent pour n dans Z et x réel, on a ar

est normalement convergente sur R et donc en particulier elle est uniformément convergente
sur R. Autrement dit ‘S N, converge uniformément sur R. ‘

Soit (an)nez une famille de complexes quelconques. Pour N dans N on pose Py(z) =
N <2i7rn1:
Z G, €XP

n=—N

linéarité de I'intégrale on a

) et alors Py définit une fonction continue sur R et T-périodique. Par

T N T
/0 fr(e) Py (@) de = n;N en(fr)am = /O Syr(2) Py (z) da

et
N

/OTWPdex: S ea(fr)an / Sy (@) P () dz,

n=—N

i.e.

T T
| Ur@ = Swr(@) Pu@lde = | (r(@) = Swa(@) Pyla)de = 0.

En particulier, puisque |fr — Py|*> = |(fr — Snt)— (PN — SN7T)\2, en appliquant ce qui
précede a la famille (a,, — ¢, (f1))nez, il vient par linéarité de 'intégrale et puisque, si a et
b sont deux complexes, on a |a — b|* = |a|® — ab — ab + 52,

T T T
| 1r@) - Pe@de = [ 1r(@) = Sya(@)Pde+ [ |Py(e) - Syt do
0 0 0

et, en particulier,

T T
[ 11 - Sxa@Par < [ 1) - PP e
0 0

T
On en déduit, en prenant Py = Sy, 7 pour m < N, que (/ |fr(x) — Snr(x)]? dx)
0

NeN
est une suite décroissante et positive. Par conséquent pour démontrer que sa limite est nulle

il suffit, par encadrement des limites, d’exhiber une suite de fonctions du type Py telle que

hm / |fr(x) — Py(z)|* dz = 0. Par inégalité de la moyenne si on a hm | fr — PNl

0 alors on aura a fortiori le résultat voulu.
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1 oma/T)\ ™
On pose, pour N dans N, Qn(z) = ( i cos(2 mz/T)

et T-périodique sur R, positive et non identiquement nulle sur [0; 7] de sorte qu’en posant

. Cela définit une fonction continue

1 (T 1
cN = T/ Qn, on a ¢y > 0 et on peut poser Ry = —Qu. Enfin on pose Py(z) =
0 CN

1 T
T / fr(t)Rn(z — t)dt. En utilisant la formule d’EULER et la linéarité de lintégrale,
0

on constate que Py est bien de la forme requise. Par T périodicité de fr et Py et par
changement de variable affine il vient, pour x réel,

1 /= 1 [T
Py(z) = f/ Fr(x — )Ry (t) dt = f/ Fr(z — )Ry () dt .
T =T T 0
On en déduit, pour x réel, par inégalité triangulaire et positivité de Ry,

1

|fr(z) — Py(x)] = T

[ Gre =0 - st @ ar

< 3 [ G- 0 - @] Rv@ e

Soit maintenant € dans R . Puisque f est continue sur R, elle est uniformément continue
sur [0; 7] d’apres le théoréeme de HEINE. On dispose donc de § dans R% un module d’uni-
forme continuité associé a e. En particulier, pour tout z réel et tout ¢ dans [0; 4] ou dans
[T'— §;T], on a, en utilisant la T-périodicité dans le second cas, |fr(z —t) — fr(z)| < e.
La relation de CHASLES et I'inégalité de la moyenne entrainent donc, pour tout z réel, par
positivité de Ry,

J T 2T — 26
|fr(z) — Py(x)| < % (/ Ry +/ RN) + (T) sup |fr| sup Ry
0 T-65 [0;T] [6;T—6]

1 T
d’ou, par positivité de Ry et puisque T/ Ry =1et =1 < cos(2nt/T) < cos(2w6/T)
0
pour § <t <T — 6,

e [" 2 2 1+ cos(2r8/T)\ Y
1= Prl < 5 [ R+ 2 sup 21 Qu(9) < e 2 sup || (22T
T Jo CN [0;T] CN [0;T] 2

Enfin on a, par changement de variable affine, croissance de l'intégrale et en utilisant
0 <sin <1 sur [0; 7],

127 /14 cos(t)\ 1 2 £\ 2N 1 2 £\ 2N ¢
- — YY) dt=— o) odt> — 2} sin(z)dt
N 27T/0 ( 2 ) 27T/0 C°S<2> _27T/0 COS(2> Sm<2)

1 2N +1
et donc — < u
CN 2
£\ 2N+1
t — cos () . Par croissance comparée, puisque 0 <

, par positivité des deux termes et en reconnaissant la dérivée de

1+ cos(2m6/T)

5 < 1, on dispose

7
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4c.

donc de n dans N tel que, pour N > n, on ait || fr — Pyl < 2e. Ainsi A}im | fr — Pnllo =
—00

T
0et| lim |fr(z) — Syr(z))* de = 0.
0

N—oo

En reprenant les notations utilisées pour répondre a la question 4a, on a pour tout x

1
réel, |Syr(z)| < V2rCT Z T a2 et donc la suite de fonctions (Sy,7)venN est une

neZ
suite de fonctions continues, convergeant uniformément, d’apres 4a, et uniformément ma-

jorées par une constante, notée K. De la convergence uniforme on déduit que la limite,
notée g, de cette suite est une fonction continue sur [0; 7. Par ailleurs la suite de fonctions
((fr—Sn1)%en est une suite de fonctions continues sur [0; 77, de limite (fr—g)? également
continue sur [0; 7] et majorées indépendamment de N par (|fr|+ K)?, par inégalité trian-
gulaire et croissance du carré sur Ry. On peut donc appliquer le théoreme de convergence
dominée, puisque cette fonction majorante est continue, positive et donc aussi intégrable

sur [0;T], et déduire de la question précédente qu’on a / |fr — g|2 = 0. Comme on a
0

affaire a un intégrande continu et positif, on en déduit qu’il est nul, i.e. f;r = g sur [0;7]

2%
et donc aussi sur R par T-périodicité : pour z réel, | fr(z) = Z cn(f7) exp ( Z;nx)
neZz

5. Soit x un réel. Pour 7" dans R, on note gr la fonction ¢ — f(x + [t|T'). C’est une fonction
continue par morceaux (sur tout segment) sur R et on a Thrf gr = f(z)1jo,1((t). On note,
—+00

comme en 2, C' = [|(14t?)f(t)||,,. Alors, pour [¢] > 1+ ||, on a [t| > 1 et donc, de
t—1<[t] <t ontire |[t]] > [t/ sit < 0 et |[t]] >t —1sit > 1. Dans les deux cas on a
I[t]| > |t| — 1 > |z| et donc, pour T'> 1, on a |T [t]| > |[t]| > |x| et il vient

C < c
L+ (T[] = Ja)® ~ 1+ (It = [« = 1)

lgr ()] <

d’ou, pour t réel et T > 1

< ¢
S TF Q== D)

lg7(t) 5+ CLa otz ()

et cette majoration par une fonction indépendante de T' (pour 7" > 1) par une fonction
continue par morceaux sur R, positive et dans O (t*Q) en l'infini, donc intégrable d’apres
le critere de RIEMANN, permet d’appliquer le théoreme de convergence dominée pour les

intégrales a parametre. Par conséquent gr tend vers f(z). Or, par construction, on a
R

/ gr = fr(z) et donc ‘ fr converge simplement vers f. ‘
R

6. D’apres la question 4 on a, pour = réel et T' > 0,

fr(z) = \/127 Z Q%ff (n?) exp (zxn?) ,

T neZ
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2
i.e. en posant h = % et g(y) = Ff(y) exp(izy), V2r fr(x Z hg(nh). Or, par hypothese,

neZ

Ff vérifie les mémes hypotheses que g et y — exp(izy) est une fonction continue sur R de
module constant égal a 1, donc on peut appliquer le résultat de la question 1c & g et il vient

lim V27 fr(z) = / Ff(y)exp(izy) dy, ou encore | f = FFFf.
T—4o00 R

la.

1b.

2a.

PARTIE III - Construction d’une ondelette

1
Soit f dans S. On pose g(z,y) = \/Tf(x) exp(—izy). Puisque f et 'exponentielle sont
T

de classe C*° sur R, il en va de méme pour g par rapport a ses deux variables. De plus,
n

pour n dans N, — f(z,y) = (—ix)"g(x,y). Puisque f appartient & S, on a pour tout

d n
f(x,y)‘ = |2"f(z)] = o(z72) et donc cette majoration indépendante de y

dn
dy™

par une fonction positive, continue et intégrable sur R, par critere de RIEMANN, permet

d’appliquer le théoréme de dérivation sous le signe intégral et donc, pour n entier et y réel,

FfeC®R,C) et (FfY™M(y \ﬁ/ —ix)" f(z) exp(—iyz) dx.

y réel

1
Soit f dans S. Pour n dans N on pose f,(x) = F(zx)”f(x), ce qui définit une fonction
T

dans S, comme on le vérifie par exemple avec la formule de dérivation d’un produit.
Pour y dans R et n dans N on a, par intégration par parties, ce qui est légitime puisqu’on
a affaire a des fonctions de classe C*° sur R,

y / fn(@) exp(—izy) dz = i fn(z) exp(—izy) — i / fo(x) exp(—izy) da

et donc puisque le premier terme du membre de droite tend vers 0 en 'infini, car f est
dans S, et par intégrabilité de f, et de toutes ses dérivées, car les éléments de S et leurs
dérivées sont tous continus et dans o (z72) en linfini, il vient

y(FHW ) = =i(F 1))

et aussi, par récurrence immédiate, pour m dans N,

(FHM ) = (=)™F L))
et
™ (Fp)

£

1< 75 h

On en déduit que les fonctions y +— ‘ym“(}" ) (y)‘ sont bornées et donc aussi que les

fonctions y — ‘ym(]-"f)(”) (y)‘ tendent vers 0 en I'infini, en tant que O (|y|_1>, ie.

Puisque I'exponentielle et la fonction nulle sont de classe C*° sur R et la fonction inverse
Iest sur 'ouvert R*, il en va de méme pour vy sur R*. Enfin puisque lim_,,exp = 0, il
vient limg+ 19 = 0 = 9p(0) = limg- 1o et donc ‘@ZJO est continue sur R. ‘

9
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2b

2c.

2d.

. On a justifié précédemment que g est de classe C*° sur R*. On démontre par récurrence

sur n dans N le prédicat (H,) : il existe P, un polynéme dans R[X] tel que, pour x

P,
dans R, w(()n)(@ = ;2(: ) exp(—1/x). Le prédicat (Hg) est vrai en prenant Py = 1.
Soit alors n dans N tel que (H,,) soit vrai et P, un polyndéme tel que, pour x dans R,
) Da(2)
(()n (1’) - ;Qn
+1 P! (x)2? — 2nz P, (z) + Pu(z)
wé” )<37) == x2n+g -

Pui1 = X2P! + (1 — 2nX)P,. Par principe de récurrence on en déduit en particulier que

exp(—1/x). Par dérivation sur ouvert R* il vient, pour x dans R,

exp(—1/z) et donc (H,,4+1) est vérifié en posant

1o est dérivable sur R} et que sa dérivée d’ordre n s’exprime sous la forme
R, (z)exp(—1/z), ou R, est une fraction rationnelle.

D’apres ce qui précede, pour n dans N, R, n’a de pole qu’en 0 et donc, par croissance
comparée limg+ w(()n) = 0. D’apres le théoreme de la limite de la dérivée, dans le cadre C",
on en déduit que (wo)‘R* est prolongeable en une fonction de classe C™ sur R. Comme )

est continue, ce prolongement est ¥y elle-méme, i.e. ‘¢0 est dans C*(R, C)‘

Pour z dans R on pose f(z) = vo(x — a)o(b — x). Alors puisque les fonctions affines et
1 sont de classe C*° sur R*, il en va de méme pour f. Par construction v est strictement
positive sur R% et nulle ailleurs et donc

‘ fe€C®R,R;) et f est strictement positive sur ]a; b] et nulle ailleurs. ‘

3. Si b <1, la fonction nulle convient. Sinon on dispose d’aprés la question précédente de f
dans C*°(R, R ), strictement positive sur |—b; —1/b] et nulle ailleurs. En particulier c¢’est une
fonction dans S et on peut poser ¥, = Ff. Alors ¥, est dans S et donc f et ¥}, sont dans
) (aFZ) au voisinage de +00 et donc on peut appliquer la formule d’inversion. Il vient, pour
x réel, FUp(z) = f(—x). On en déduit que FV¥;, est strictement positive sur |1/b;b[ et nulle

ailleurs. Enfin on a / Uy = V21 FU,(0) = V27 f(0) =0 et
R

/wa(x) dz = V2 (FU,)(0) = iv2rf'(0) = 0 .

En particulier

R
et nulle ailleurs.

U, est continue et intégrable sur R ainsi que = — zWUy(z). De plus / Uyp(z)de =
R

x¥p(z) dr = 0 et la transformée de FOURIER de U}, est strictement positive sur |1/b; b]

PARTIE IV - Non dérivabilité de W dans le cas g(z) = cos(27mz)

1. D’apres la caractérisation de CARATHEODORY de la dérivabilité en x, on dispose de ¢ de R
dans C, continue et égale & f'(z) en x et telle que, pour h dans Ron a f(x+h) = f(z)+he(z+
h). On pose alors e, (h) = p(z+h)— f'(x) et donc €, est une fonction continue en 0 et y valant

0. De plus pour h non nul on a e,(h) =

fle+h) - f(z)
h

— f'(z) et donc &, est continue sur

10
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I'ouvert R* par stabilité par opérations algébriques. Puisque ¢, est continue en 0, on dispose
d’un voisinage de 0 ou elle est bornée par 1, et donc de a dans R tel que la boule ouverte de

2
centre 0 et de rayon a soit incluse dans ce voisinage. Pour [h| > aona |e;| < = | fl o +|f ()],
a

ce qui montre que &, est bornée sur le complémentaire du voisinage précédent, et donc sur
tout R. Par conséquent ‘aw est continue bornée sur R, de limite nulle en 0. ‘

2a.

2b.

3a.

Pour a > 0 et x réel, les termes sont bien définis et l'intégrande est une fonction conti-
nue, puisque f et ¥y le sont, donc localement intégrable sur R. De plus, pour y réel,

£ (U)| < 1l |1 ()

W, l'est et par changement de variable affine bijectif et donc, par comparaison entre fonc-
tions positives, I'intégrande est intégrable sur R. En particulier

. Le majorant est une fonction intégrable puisque

‘ la définition de ¢(a, z) a bien un sens. ‘

Si f est dérivable en z on dispose de €, comme dans la question précédente. De plus par
changement de variable affine il vient

clo, ) = é /R Pz + o) Uy() dt = ff) /R Uy + f(2) /R 1, (1) dt + /R e ()T, (1) dt

et donc, par définition de Wy,

cla,x) = /Rem(at)\I/b(t) dt .

Puisque €, est bornée, I'intégrande est majoré indépendamment de «, et en valeur abso-
lue, par t — [tW,(t)], & savoir par une fonction continue, positive et intégrable sur R par
construction de Wy. De plus c’est une fonction continue de « et de t, donc on peut appli-
quer le théoréeme de convergence dominée pour les intégrales a parametre et il vient, par

continuité de £, en 0 et donc puisque, pour tout ¢ réel, limq,_,0 e, (at) = 0, lirr%] c(a,z) =0.
a—r

On suppose W dérivable en 0. D’apres la question 1.1, W est continue et bornée sur R. On
peut alors appliquer ce qui précede, i.e.

: 1 y _
s v () =o.

Par définition I'intégrande est la somme de la série de fonctions

Z b~ cos(2mb"y) Wy <y> .
o'

n>0

Le terme général de cette série est borné par la fonction y — b79" , qui est

o
intégrable par construction de ¥, et par changement de variable affine. On en déduit qu’on
a affaire a une série de fonctions continues sur R et intégrables, et que 'intégrale de la

valeur absolue du terme général est majorée par le terme général d’une série convergente, a
. —_an , . P
savoir b~ [g |W;|. Par conséquent on peut appliquer le théoreme de convergence normale

11
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3b.

pour l'intégration des séries de fonctions, i.e. intervertir signes somme et intégral. Il vient,
par changement de variable affine puis en utilisant la formule d’EULER

/W \Ifb< >dy = iobo:;n/Rcos(Qﬂb y)\I/b( )dy

n=0
400 p—an

- 5

or F¥p(2mb o) + F¥y(—27m0" )
j— b an
Z 2a

/ cos(2mb" at) Wy (t) dt

et donc, en utilisant la nullité de F¥;, en dehors de |1/b;b], il vient pour n dans N,
e((2nb™)71,0) = V2r3p(-n F(W,)(1). Comme 1 —a > 0, b > 1 et F(¥;)(1) > 0, on
a simultanément lim(276")~ = 0 et lim ¢((276")~1,0) = +o0. Cette contradiction assure
que ‘ W n’est pas dérivable en 0. ‘

Soit z un réel. Pour n dans N et y dans R, on a

’b“” cos(2mb"y) Wy (HN <p
«

a
—x
de sorte que la série de fonctions Z b~ cos(2mb"y) Wy <y > est encore normalement
e

n>0

1 -
convergente et il vient, en notant c¢(«o,z) = —2/ W (y)Wy (y) dy, ce qui est licite
a? Jr a

puisque W est continue et bornée,

+o00 p—an —
cla,z) = Z / cos(2mb" )\I/b( - )dy
+o00 p—an

- 3

— <X exp(2imh" ) FWy(2mb ) + exp(—2imb"x) F Wy (—2mb" )
_ 2 b an
4 Z 2a

/ cos(2mb™ (x + at)Wy(t) dt

n=0

et il vient encore |¢((27b") 71, 0)| = V2m3b(1=0" F(W,)(1), de sorte qu'on en déduit grace
a la question précédente que W ne saurait étre dérivable en z, i.e.

W n’est dérivable en aucun point de R. ‘

PARTIE V - Une alternative pour W

1. Puisque W vérifie I’équation 2, on a

WOz +h)) — Wb tz) _ bl_aW(x + h) — W(x) N g(b~(x+h)) —g(b~'z)

b=1h h b=th

12
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et donc, par inégalité triangulaire et définition de Ny(g),

Donc

2a.

2b.

2c.

(Wb~ (z+h) = WO )| _ Ni(g)d'—* Ni(9) 1-
> 1 — N > —— (1 “u) .
b_lh — bl_a—l ( +'U,) 1(9)—b1_a_1< +b u)
(WO (@ +h) —W(h'z)|  Nlg) 1-a
> .
b 1h e NG
o Ni(g) o . e
Puisqu’on a Ny(W) > a1 par définition de N7, on dispose de s et t réels distincts
tels que
(W(s) -W®)| _ _Nlg)
|s — ¢ bl-a -1~
b= W (s) — W(t
On pose alors z = min(s,t), k = |s —t| et v = [W(s) ®)] de sorte quon a z € R,
kN1(9)
k) — N
k>0,v>0et Wiz + ]3: W) > blz(g)l(l + ).

Par récurrence immédiate, en utilisant la question précédente, il vient pour tout n dans N,

(WO (z+k) - WO ") Ni(g) n(1—a) ( [ln(k)D
> . = M
p— Sy (1+b v). Pour n = max ( 0;1 + () ) en

posant xg = b "z, h = b~"k et u = b1y, il vient

[W(zo+ 1) = W(zo) - Ni(g)

o € R, u>0,he]0;1] et N Z a1

(14 u).

On pose £ = 1+ h. Soit I de longueur ¢(I) avec ¢(I) > £. On dispose de a et b dans
I tels que a < a+ £ < b. On pose alors, en prenant xg, h et u comme précédem-
ment, n = [a+1— x| de sorte quon a a < g+ n < a+1et aussia < zog+n <
xo+n+h <a+1+h <b On pose x;y = xy+ n et alors {x;,zr + h} C I. De plus,
(W(xr+h) =Wz _ [W(xo+h)—W(xo)|

par 1-périodicité de W, il vient Y Y et donc
(W(zr+h)—W(r)| _ Nig)
> .
h _bl—a—1(1+u)
C—10(J)

L’entier N suggéré par ’énoncé existe bien et vaut 1+ { } , ce qui est licite puisque

In(b)
¢ >1>¢J)etb>1 On pose alors 27 = b=N(zr + h) et y; = b Ny Alors 27 et
yJ appartiennent a J, par définition, et sont distincts. De plus, par positivité des termes

apparaissant, en utilisant la propriété obtenue par récurrence a partir de la question 1,

W(xs)—Wi(ys)l S Ni(g)
lz7 —yJ] Tbtra—1

1+ bN(l—a)u) > bl_a(i)leu—a)u,

W(zs) = Wyl uNl(g)bN(l—a)‘

N R P R e Y T |

13
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2d. Soit J un intervalle de longueur strictement inférieure & 1. D’apres ce qui précéde, et puisque
be > E(J)

o et |z; —ys| =b""h,ona

(W) =Wyl =

uly (o _y,  uNi(g)h (W))“
blma —1 ~oblme — 1

N
m, ona |W(xy)—W(yys)| > ClJ)* Alors C > 0 et C ne

dépend que de g, a et b. Par ailleurs on a

i.e. en posant C' =

(W () = W(ys)| = max (W (xs); W(ys)) — min (W(zs); W(ys)) < sup W — inf W

et donc |sup W(z) — inf W (z) > Cl(J).
xeJ zed

3. D’apres la question précédente, si W n’est pas lipschitzienne ou bien si elle I’est mais N1 (W) >

Ni(g)
bl-a—1 )
sup W(z)— ian W(z) > CU(J)". Soit alors = un réel en lequel W est dérivable. Etant continue
zeJ z€

, alors pour tout intervalle de J un intervalle de longueur strictement inférieure a 1,

et bornée, on peut appliquer le résultat de la question IV.1 et il vient, pour s et ¢ réels,
W(s) = W(t) = (s —t)W'(x) + (s — 2)ez(s — x) + (t — )&, (t — 2)
et donc, pour tout intervalle J contenant x, s et ¢, on a
W (s) — WO < £0) (|17 @)] +2 el -

1
En particulier, pour en notant J,, = {x ——z+ } ,on a
n n

(@) + 2 lexllo
n

C
— <supW —inf W <
na Jn Jn

et ceci est une contradiction. Il en résulte que

N
< bli(i)l
Remarque : tel quel on n’a pas affaire a une réelle alternative. Néanmoins la démonstration
du fait qu’on a vraiment une alternative releve de la culture générale hors-programme et ne
saurait étre un attendu du concours. La démonstration, due a Fryge RIESZ, est donnée en fin
de probleme.

si W n’est pas lipschitzienne avec N1(W) , alors W n’est nulle part dérivable.

4. Soit g la fonction définie par g(z) = cos(2mz)—T cos(2mz), i.e. g(x) = cos(2mz)—b~* cos(2mbx).
Alors g est 1-périodique et est de classe C' sur R, donc est lipschitzienne. En fait Ni(g) <
27(1 4+ b'7%), mais ce n’est pas nécessaire. On a ¢(0) — g(1/b) = 1 — cos(2m/b) et comme
b > 1, il en résulte que g n’est pas constante. De plus, par unicité des solutions continues
bornées de I’équation (2), on a alors W(x) = cos(2rz). Puisque W est dérivable sur R,

‘1e premier point de ’alternative précédente est vérifié. ‘
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Démonstration du théoréme de LEBESGUE

On remarque tout d’abord qu’une fonction lipschitizienne est proche d’une fonction monotone. En
effet si f est k-lipschitizienne, alors x — f(x) + kx est croissante, par définition. On peut le voir
ainsi : une fonction est k-lipschitizienne si ses taux d’accroissement sont toujours compris entre —k
et k, tandis qu'une fonction est monotone si ses taux d’accroissement sont toujours positifs, et une
homothétie a des taux d’accroissement constants.

Par conséquent si W est lipschitizienne, alors z — W(z) + N1(W)z est monotone et 2N, (W)-
lipschitizienne, i.e. ses taux d’accroissement sont compris entre 0 et 2N; (/). On va démontrer
qu’une fonction monotone et lipschitizienne est dérivable presque partout et donc en particulier
en au moins un point. C’est une version, un peu affaiblie, d’'un théoréme d’Henri LEBESGUE affir-
mant qu’une fonction monotone (pas nécessairement continue) a la méme propriété et qui permet
de laffirmer également pour les fonctions a variations bornées ou les fonctions absolument conti-
nues. La suite de cette démonstration est recopiée du magnifique livre de Fryge RIESZ et Béla
SZOKEFALVI-NAGY « Legons d’analyse fonctionnelle », en francgais. Les notes sont les miennes.
Par ensemble de mesure nulle, on entend d’apres LEBESCUE les ensembles des valeurs x qu’on peut
enfermer en un nombre fini ou une suite dénombrable d’intervalles de maniére que leur longueur to-
tale, c’est-a-dire la somme de leurs longueurs, soit arbitrairement petite. ® Il découle immédiatement
de cette définition que tout sous-ensemble d’un tel ensemble est aussi de mesure nulle.

IT en est de méme quant a la reunion d’un nombre fini ou d’une suite dénombrable de tels ensembles ;
en effet, on n’aura qu’a enfermer ces ensembles respectivement en des systemes d’intervalles dont
la longueur totale ne dépasse pas £/2"; la longueur totale de tous ces intervalles, enfermant la
réunion de nos ensembles, ne dépassera pas alors la quantité €. En particulier, chaque ensemble fini
ou dénombrable de valeurs x est de mesure nulle.

Quelquefois P il sera avantageux de présenter notre définition sous la forme suivante. L’ensemble
E est de mesure nulle, si 'on peut 'enfermer dans une suite d’intervalles de longueur totale finie
de sorte que tout point de F soit intérieur & une infinité de ces intervalles. Les deux définitions
sont équivalentes. En effet, la seconde implique la premiere, puisque quand tous les points de E
appartiennent & une infinité d’intervalles de longueur totale finie, on pourra abaisser cette longueur
totale a volonté en supprimant un nombre fini d’intervalles . Inversement, quand E est de mesure
nulle d’aprés la premiere définition, on n’aura qu’a ’enfermer successivement en des systemes
d’intervalles dont la longueur totale reste respectivement inférieure a 1/2", et s’il était nécessaire,
d’élargir les intervalles a gauche et a droite par exemple en redoublant leurs longueurs; la réunion
de tous ces systeémes satisfera alors aux exigences de la seconde définition.

a. En langage plus formalisé : une partie £ de R est de mesure nulle si pour tout € strictement positif on peut
trouver (In)ner avec I au plus dénombrable, I, des intervalles réels, I, = ]Jan;bn|, tels que E C Une] I, et la famille
(br — an)ner est sommable de somme inférieure a €.

b. Ce paragraphe est inutile pour la suite

c. Plus formellement soit (In)ner avec I au plus dénombrable, I,, des intervalles réels, I, = |an; bn], tels qu’on ait
la propriété P(I) suivante : E C Unel I, la famille (bn, — an)ner est sommable et tout point de x est intérieur a une
infinité d’intervalles I,,. Pour tout J inclus dans I la famille (b, — an)nes est sommable et on note o(J) sa somme.
On consideére alors I'ensemble M des o(J) pour J inclus dans I vérifiant la propriété P(J). Alors M est non vide car
il contient o(I) et minoré par 0. On peut donc considérer « sa borne inférieure. Si « est nul, alors E est de mesure
nulle. On suppose donc a # 0 et on va aboutir & une contradiction. Par définition de la borne inférieure on dispose
de J inclus dans I tel que o(J) < 3a/2. De plus comme tout = dans E appartient & une infinité d’éléments de J,
pour toute partie finie K de J, on a encore P(J \ K). En particulier o(J \ K) > a et donc o(K) < «/2. Or, par
définition de la somme d’une famille sommable ceci entraine o(J) < /2, ce qui est une contradiction.
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Le terme « presque partout » (en abréviation : p. p.) est utilisé pour dire que le fait en question
subsiste partout, sauf peut-étre en tous les points d’un ensemble de mesure nulle. Avant de démon-
trer le théoreme fondamental de LEBESGUE, montrons d’abord que, dans une certaine direction, il
donne le maximum et ne pourra étre perfectionné. En effet, étant donné un ensemble E de mesure
nulle, nous allons construire une fonction croissante qui n’admet pas de derivée finie en les points
de E (& vrai dire, notre fonction admet en ces points une derivée infinie). A cet effet, on n’aura
qu’a enfermer E en des intervalles au sens de la seconde définition et & poser f(z) égale a la somme
des longueurs des intervalles ou des segments d’intervalles situés a gauche du point z ; la fonction
ainsi définie jouira évidemment de la propriété exigée.

Nous allons démontrer la dérivabilité presque partout des fonctions monotones et cela sans nous
reporter a la théorie de I'intégration. Les premieres démonstrations qui tiennent compte de pareille
indépendance, sont dues & FABER et & G. C. YOUNG et W. H. YOUNG. Pour la commodité du
langage nous supposerons d’abord qu’il s’agisse d’une fonction continue et monotone et nous indi-
querons seulement & la fin les modifications, d’ailleurs presque évidentes, qu’on aura a faire pour
lever ’hypotheése de la continuité.

La démonstration sera fondée sur un théoreme auxiliaire que voici :

Lemme. 4 Soit ¢ une fonction continue, définie dans I'intervalle [a; b, et soit E' 'ensemble des points
x intérieurs a cet intervalle et tels qu’il existe un y situé a droite de z, de sorte que g(y) > g(x).
L’ensemble E est alors ou bien vide ou bien c’est un ensemble ouvert, c’est-a-dire qu’il se décompose
en un nombre fini ou une infinité dénombrable d’intervalles ouverts et disjoints |ag; bg[, et 'on a
pour tous ces intervalles g(ay) < g(bg).

Pour démontrer ce lemme, observons d’abord que ’ensemble E est ouvert puisque si y > x( et
g(y) > g(xp), alors, a cause de la continuité, les relations y > z, g(y) > g(z) restent valables
lorsque x varie dans le voisinage du point z. Cela étant soit |ag; bx| 'un quelconque des intervalles
ouverts dont se compose F ; alors le point by n’appartiendra pas a cet ensemble. Soit x un point
intermédiaire entre ay et by ; nous allons prouver g(z) < g(by); 'inégalité a démontrer s’ensuivra
en faisant tendre x vers ai. A cet effet, soit, entre z et by, 21 le point le plus proche de ce dernier
pour lequel g(x1) > g(x) ; nous avons a montrer que x; coincide avec by. Or, s’il n’en était pas ainsi,
les points y1 qui correspondent a x; par 'hypothése du théoreme devraient étre situés au-dela de
by et, comme de plus by n’appartient pas a I’ensemble F, on aurait g(z1) < g(y1) < g(bg) < g(x1),
ce qui implique contradiction.

On peut d’ailleurs montrer et le lecteur s’en rendra aisément compte qu’on a précisement g(ag) =
g(b), sauf peut-étre si ar = a. Cependant ce fait est sans conséquence pour application qui suit.
Cela étant, soit f une fonction continue et monotone sur [a; ] ; pour fixer les idées, nous la suppo-
sons non décroissante. Pour examiner la dérivabilité de f, nous allons comparer ses nombres dérivés.
Comme on sait, on appelle nombres dérivés supérieur et inférieur a droite et on désigne respective-

1
ment par Ag et Ay la plus grande et la plus petite des limites du rapport 7 (f(z+h)— f(z)) pour

h >0, h — 0, et on définit d’'une manicre analogue les nombres dérivés a gauche Ay et Ay Des
valeurs infinies sont admises® Une dérivée finie et déterminée existe en tout point x ou les quatre

d. Ce lemme est connu sous le nom de « lemme du soleil levant », ou encore « vue sur la mer ».
f) = (y)
r—y
Pi(x, h) Pensemble des valeurs de p(x,y) pour y vérifiant © < y et |y — z| < h, et de méme Py(z, h) en remplacant
x < y par y < x; alors les ensembles Py(z,h) et Py(x,y) sont bornés par hypothese si f est lipschitizienne, et on

e. Plus formellement on pose p la fonction pente, i.e. p(x,y) = . Pour h > 0 et = dans [a;b] on note
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nombres dérivés ont la méme valeur finie. Pour démontrer le théoréeme de LEBESGUE, on n’aura
qu’a démontrer que ’on a presque partout

Ag < 400 AdS)\g-

En effet, en appliquant la seconde inégalité a la fonction z — — f(—z), il résulte que l'on a aussi p.
p. Ay < A4, et en combinant le tout, on obtient

Ag<Ag <Ay <Ay <Ay <400

donc ce sont précisément les signes d’égalité qui doivent étre valables, ce qu’il fallait démontrer .

Pour verifier la premiere assertion, c’est-a-dire que I’ensemble E, des points x pour lesquels Ay =
400, est de mesure nulle, observons que cet ensemble est compris dans ’ensemble E¢ pour lequel
Ay > C, C désignant une quantité choisie aussi grande qu’on voudra. Or la relation Ay > C

fly) — f(=)

implique l'existence d'un y > z, tel que > (O, c’est-a-dire que g(y) > g(x), ou l'on

a posé g(z) = f(x) — Cz. Donc, 'ensemble E¢c est emboité dans les intervalles |ax; bx[ de notre
théoréme auxiliaire, et d’apres ce théoreme on a

f(bk) — Cb, > f(ak) — Cay,

c’est-a-dire que
C(b, —ax) < f(bx) — f(ak) -

Cela donne, par addition,

C> (bp —ar) <D [f(br) — flar)] < f(b) = f(a),
k

ce qui montre que, pour C' suffisamment grand, la longueur totale des intervalles |ay; bi[ sera aussi
petite que 'on voudra. C’est-a-dire que ’ensemble E,, est de mesure nulle.

La seconde assertion se vérifie par un raisonnement analogue mais répeté alternativement sous
deux formes différentes. Soit ¢ < C' deux quantités positives. Formons d’abord la fonction g(x) =
—f(—x) 4 cx et soit X; le systéme des intervalles qui y correspondent par notre théoréme auxiliaire
ou plut6t celui de leurs symétriques par rapport a l'origine; alors, pour des raisons analogues &
celles de tout a I'heure, Y renfermera tous les x pour lesquels A\, < c. Soit de plus 3 le systeme
formé des intervalles Jag, ¢; b ¢[ qui correspondent a la fonction g(x) = f(x) — Cz, mais considérée
séparément a l'intérieur de chaque intervalle ]ag; bx[. On aura alors pour ces intervalles

f(ok) — flax) < c(bk —ag) et Clbke — ake) < f(bre) — flare)

peut considérer aq(z,h) et Ba(x, h) la borne inférieure et la borne supérieure de Pi(x, h), et de méme pour ay(z, h)
et Bq(x, h) par rapport & P,(x,h). Si f n’est pas lipschitizienne, ce qui est le cas dans le théoréme général, on admet
des valeurs infinies. Alors, puisque les ensembles Py(x, h) et Py(z,h) croissent avec h, « est décroissant avec h et 8
est croissant avec h. Par monotonie on définit Aq(x) = limg+ Ba(x, h), Aa(x) = limg+ aa(z, h), Ay(x) = limg+ By(x, h)
et A\g(x) = limg+ ag(z, h).

f. Dans le cas lipschitizien on n’a pas besoin de la partie A < 400 puisqu’elle est automatique. Dans le cas général
on peut observer que, puisque F. RIESZ a supposé f croissante, on a aussi 0 < A4, ce qui permet de conclure que les
quatre valeurs sont bien finies, et identiques.
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et il s’ensuit CYo < Vo < V7 < ¥4, cest-a-dire que

c
Yo < 521

ou l'on a désigné par ¥q, 9 la longueur totale des deux systemes d’intervalles et par Vp, V5 les

sommes des variations respectives de la fonction f. En répétant les deux procédés alternativernent,

on obtiendra une suite 31, 9, ... de systéemes d’intervalles, chacun emboité dans les précédents et

I’'on aura d’une facon générale

C
Yop < 52271—1 .

Il s’ensuit n
c
Egn < (C) 21 — 0.

Or, les points = pour lesquels on a simultanément Ay > C' et Ay < ¢, sont évidemment compris
dans tous les systemes ¥, ; c’est-a-dire qu’ils forment un ensemble E.c de mesure nulle. Enfin,
chaque point x tel que Ay > )\, appartient a de tels ensembles, et 'on peut méme supposer que ¢
et C' sont des nombres rationnels, pour la seule raison que, entre deux nombres réels différents, on
peut toujours intercaler deux nombres rationnels. C’est-a-dire que, en formant les ensembles F. o
pour tous les couples rationnels, leur reunion E* contiendra tous les x pour lesquels Ag > ;. Mais
d’autre part, il n’y a qu’une infinité dénombrable de couples rationnels; donc ’ensemble E* est la
réunion d’une infinité dénombrable d’ensembles de mesure nulle et par consequent E* et, a plus
forte raison, I’ensemble envisagé qui y est compris, seront eux-mémes de mesure nulle.

Ainsi le théoreme est démontré dans le cas ou la fonction monotone f est continue.
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